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Prefacio a la edición española 


En este libro hemos procurado desarrollar las nociones y teoremas prin- 
cipales de un curso moderno de Matemáticas Superiores para los centros de 
enseñanza superior, presentando ejercicios y problemas seleccionados sistemá- 
ticamente. 

Cada párrafo es precedido por una breve introducción compuesta de las 
definiciones y los conceptos matemáticos principales del material dado. Para 
mejor asimilación, las cuestiones teóricas más difíciles van acompañadas de la 
explicación de sus conceptos (sin demostraciones). 

El libro (partes Т y 11) ha sido editado tres veces en ruso y se utiliza amplia- 
mente en las escuelas вш técnicas do la URSS. 

Esto manual es [а traducción de la tercera edición modificada por el aumen- 
to dol número do problemas y el agregado del décimo capítulo a la segunda parto 
bajo ol título de «Fundamentos del cálculo de variaciones». 

Quedamos profundamente reconocidos al profesor, doctor en ciencias físico- 
matemáticas А. У. Efímov por sus observaciones útiles y la reseña favorable 
а esto libro, y agredecemos al candidato a doctor en ciancias físico-matemáticas 
У. A. Bogachoy por su participación en la escritura del capítulo X de la segunda 
parto. 


Los autores 


Capítulo |. Geometría 
analítica del plano 


$ 1. Coordenadas rectangulares y polares 


1. Coordenadas sobre una recta, División del segmento en una razón dada, 
Al punto M del eje de coordenadas Oz que tiene la abscisa æ se lo suele designar 
por M (z). 

La distancia d comprendida entre puntos M; (ду) y Ma (ту) del oje, cual- 
Quiera que sea la posición de los puntos sobre «Геје, se detormiua por ln fór- 
mula 


4= |2. — 211. (0 


Sea dado sobre una recta arbitraria un segmento [AB] (A, ез el extremo 
inicial del segmento; В, su extremo final); entonces cualquier otro punto С 
de esta recta divide el segmento [А В} en cierta razón A, donde À = + | АС|: 
31 CB |. Si los segmentos [AC] y [СВ] están orientados en un mismo sentido, 
entonces a л. se lo atribuye el signo «+»; pero si los segmentos |А С] y [CB] están 
orientados en sentidos opuestos, a } se lo atribuye el signo <—». En otras pala- 
bras, 2 es positiva si el punto C se halla entre los puntos A у В y es negativa si 
el punto С se encuentra sobre la recta fuera del segmento [АВ]. 

Si los puntos A у B se hallan sobre el eje Or, entonces la coordenada г 
del punto С (z) que divido en la razón A el segmento comprendido entro los 
puntos A (д) y В (z) se determina por la fórmula 


ЕЯ л 
rta e 


En particular, si А = 1 se obtiene la fórmula para la coordenada del punto 
medio del segment 


z= . (8) 


1. Construir sobre la recta los pu 
р (у), E (3, 5). 

2. El segmento [AB] está dividido por cuatro puntos en с 
rtes congruentes. Determinar la coordenada del punto de divi: 
ах próximo a А si A (3), Е (7). 

Resolución. Sea С (z) el 


tos А B) #( 


сө), 


unto buscad 


o sea, C (— 1); 


Se conocen los puntos А (1), В (5). que son los extremos del 
segmento | AB |; fuera de este segmento se halla un punto С cuya 
distancia al punto А es tres veces mayor que con respecto а B. Deter- 
minar la coordenada del punto С. 


—¡ac 


Resolución, Es fácil ver que À 
trazar el dibujo). De este modo, 


21-35 

== 
A. Determinar la distan 

1) MB) y NC 5); 2) PA 


11 BC| = —3 (recomendamos 


o sea C (7). 


comprendi 
уО( 5 
5. Hallar las coordena del punto medio del segmento si son 
conocidos los extremos de éste: 1) A (—6) y B (7); 2) С (—5) y D (1/2), 

6. Hallar el punto M simétrico al punto № (—3) con respecto al 
punto Р (2). 

7. Un segmento 1А В) está dividido por dos puntos en tres partes 
congruentes. Determinar las coordenadas de los puntos de la divi- 
sión si A ( 1), B (5). 

8. Se dan los puntos А (—7), B (—3). Fuera de un segmento 
LAB] se hallan situados los puntos С y D, siendo | CA | IBD | = 
= 0,5 | AB |. Determinar las coordenadas de los puntos C y D. 

2. Coordenadas rectangulares sobre un plano. Problemas elementales, 
Si sobre un plano se da un sistema cartesiano de coordenadas тОу, entonces el 
Punto М de este plano, que tiene las coordenadas z e y, se designa por M (т; y). 


La distancia d entre los puntos M; (ту; уу) у Ma (22; ya) se determina por 
la fórmula 


а entre los puntos: 


0) 

En particular, la distancia d entre el punto М (z; y) y el origen de las 
coordenadas se determina por la fórmula 

а-у (2) 

Las coordenadas dol punto С (z; y) que divide en una razón dada 2 (véase 


el punto 1) el segmento entre los puntos А (т; д) y B (т; ya) se determinan 
por las fórmulas 


= atin, TESA 
ca A e 
Ж онны ві А = 1, se obtienen las fórmulas para las coordenadas del punto 
medio del segmento: 
atz ntn, ө 


El área del triángulo que tiene por vértices los puntos А (21; д), B (za; va), 
C (ха; v), se determina por la fórmula 


8 =-у| а (и, — Ya) + аз ба — n) + a (a — Иа) = 


1 (z2 д) (Us — з) — (z3 — 21) (Ya — 1) l- (5) 


La fórmula para el área del triángulo se puede escribir de la forma 
1 


1Al. (6) 


to 


donde 
{ 144 


ааз» 
Ys Ya Yal 
(а noción de determinante de tercer orden se da en el $ 5 de estecapítulo). 
9. Construir sobre un plano de coordenadas los puntos А (4; 3), 
Б) 2). р (—4; —3), Е (—6; 0), 
10. Determinar la distancia entre los puntos 
B (—5; 14). 
Resolución. Aplicando la fórmula (1) obtenemos 
а= (5 Зу F = V 6436—10, 
Mostrar que el triángulo que tiene por vértices los puntos 
3) В (—1; 3), C (14; —1) es rectangular. 
Resolución, Mallamos las longitudes de los lados del triángulo; 


1481 VERIFY 20, 


Bl 


1801 ODA IA V 100, 

А 200. 
como | AB [2 = 40,1 160, | АС |? = 200, entonces | AB]? = 
14-8с |? | АС з. la suma de los cuadrados de dos lados del 


triángulo es igual al cuadrado del tercero. De aqi 
ABC es rectangulo y el lado AC ез su hipotenusa. 
12, Son conocidos los puntos A (—2; 5), B (4; 17), o sea, los 
extremos del segmento [AB]. En este segmento se halla un punto С, 
ancia a A es dos veces mayor que a Z. Determinar las coor- 

as del punto C. 
Resolución, Como | AC 
Aquí z; = —2 Y 


so deduce que el triángulo 


21 CH 1, entonces = | AC | :1CB 1 
Ya = 17. Por lo tanto, 


=13, о sea C(2 13). 


13. El punto С (2; 3) sirve de punto medio del 
Determinar las coordenadas del punto A si B (7 


Resolución. Aqui т = 2, y = 3, 13 
3 = (д + 5)/2. Por consiguiente, z} n es decir, A (—3; 1). 

14. Se dan los A (т; л), B (ta; 
С (х3; Ya). Determinar las coordenadas del punto de intersece 
de las medianas del triángulo. 

Resolución, Hallamos las coordenadas del punto 7), o sea, del punto medio 
del segmento [АВ]; tenemos 

тр = (n 20/2, yp = (и + v)/2. 


El punto M, en que se intersecan las medianas, divide el segmento ICD] 
en la razón 2: 1 contando a partir del punto С. Por lo tanto, las coordenadas 
del punto 47 so determinan por las fórmulas 


Ya = 5, de donde 2 = (z, + 7)/2, 


“ 


о, sea 


i atata? 


Finalmente obtenemos 
з-нан 


15. Determinar el área del triángulo cuyos vértices son los puntos 
4), В (2; 8) y C (10; 2). 


Resolución, Usando la fórmula (5), obtene 


A( 


(unidades cuadrada 


16. Determinar la distancia entre los puntos: 4) A(2 3) 
y B(-10; —2); 2) CVZ; —V7) y DEVÈ; 0). 

17. Mostrar que el triángulo que tiene por vértices los puntos 
A (á; 3), В (T; 6) y С (2; 11), os rectángulo. 

18. Mostrar que el triángulo que tiene por vértices los puntos 
A (2; A) B (4; 2) y C (5; 1), es s. 

19. Se dan los vértices del t 
у C (40; —2). Hallar la longitud de 1 
vértice А. 

20. Se dan los extremos del segmento [AB]: A (—3; 7) y B (5,11). 
Este segmento está dividido por tres puntos en cuatro partes congruen- 
tes. Determinar las coordenadas de los puntos de división. 

21. Hallar el área del triángulo cuyos vértices son los puntos 
A (4; 5), B (2; 7), C (4; 11). 

22. Se dan tres vértices sucesivos de un paralelogramo: A (14; 4), 


ба; 4), B (0; 6) 
mediana trazada por el 


Bi: 1, С; 7). Determinar las coordenadas del cuarto 
vértice. 


lo A (3; 8) y B (10; 2) y el 


ТШ 
х M (1; 4). Hallar las coorde- 


, ángulo: А (7; 2), В (4; 9) y 
С (—8; s del punto de intersección de las 
medianas a los vértices del triángulo. 

25. Los puntos Z (0; 0), M (3; 0) y N (0; 4) son los puntos 
medios de los lados de un triángulo. Calcular el área del triángulo. 


do coordenadas la posición 
ncia | OM | = p al polo O 


2 


tangulares z e y del punto Af y sus coordenadas polares р y Ө están relacionadas 
por las fórmulas siguientes: 


z=pc0s0, y= psen @; 0 
р= И, 180 0/=. o 


26. Construir los puntos definidos por las coordenadas polares: 
A (4; 214), В (2; 4143), С (3; —a/6), D(--3; 1/3), Е (0; a), 
FA --3a/4). 

27. Hallar las coordenadas polares del punto M (1; —V 3) si 
el polo coincide con el origen de las coordenadas y el eje polar, con 
el sentido positivo del eje de las abscis 

Resolución. En virtud de las igualdades (2) hallamos 


p= V ECV = gos У. 
Es evidente que el punto M se halla еп el IV cuadrante y, por lo tanto, 
Ө = 5n/3. De este modo, M (2; 51/3). 


28. Hallar las coordenadas rectangulares del punto A (2 Y Z; 31/4) 
si el polo coincide con el origen de coordenadas y el eje polar, con el 
eje de las abscisas. 

Resolución. Aplicando las fórmulas (1). tenen 


cos (37/4) = —2, y 
De suerte que А (—2; 2). 
29. Hallar las coordenadas polares de los puntos: А (2 (3; 2), 
B(0; —3), C(—4,4), DVZ; --у9), E(-V2 уб), F( 0). 
30. Hallar Јах coordenadas rectangulares de los puntos: 
A (10; 2/2), В (2; 5a/4), С (0; a/0), Di; ол), Е( A; 
P( A; —л/4). 
. Determinar la distancia entro los puntos M, (р; Ө) y 


2). 


M, (p 
Indicación: aplicar al triángulo OMM; el teorema del coseno. 

Determinar la d 

4; Balh). 

33. Hallar las coordenadas polares del punto simétrico al punto 

M (р; 0) con respecto al eje polar. 

34. Hallar las coordenadas polares del punto simétrico al punto 
М (р; 0) con respecto al polo. 

35. Mallar las coordenadas polares de los puntos simétricos a los 
puntos (3; 2/6), (5; 23) y (2: 106): 1) con respecto al polo: 
2) con respecto al eje polar. 

36. Hallar las coordenadas polares del punto simétrico al punto 
М (p; 0) con respecto a la recta que pasa por el polo perpendicular- 
mente al eje polar. 


ancia entre los puntos M (3; a'h) y 


4. Ecuación de una línea, A toda línea sobre un plano z0y considerada 
como un conjunto de puntos, le corresponde cierta ecuación que relaciona las 
coordenadas de todo punto M (z; y) («punto corriente») perteneciente а esla 
línea. Tal ecuación se Пата ecuación de la línea dada. 


13 


Si en la ecuación de la línea dada se sustituyen las coordenadas de cualquier 
punto que está sobre esta línea, entonces la ecuación se convierto en identidad. 
Si, empero, en la ecuación de la línea зе sustituyen las coordenadas de cualquier 
punto que no pertenece a esta línea, entonces la ecuación no se satisface. 


7. Un extremo del segmento se desplaza sobre el eje de las азс 
sas, y el otro, sobre el eje de ordenadas. Hallar la ecuación de la 
línea descrita por el punto medio de este segmento si la longitud de 
este último es igual а e. 


Resolución, Sea M (z; y) el punto medio del segmento. La longitud del 

segmento [OM] (longitud de la mediana) es igual a la mitad de la hipotenusa, 

o sea, | ОМ 2, Por otro lado, 

| OM| = Y 23 y? (distancia del punto 
М al origen de coordenadas). 

De este modo, llegamos а la ecuación 


e2 ó Ayo 


Esta es la ecuación de la linea buscada. 
Geométricamente es ovidente que esta 
línea es la circunferencia de radio с/2 con 
el centro en el origen de coordenada: 


38. Escribir la ecuación de una 


Fig. £ línea cuyo cada punto está alejado 
del punto / (0; 1/4) a wna distancia 
igual a la que separa este mismo punto de la recta y = 1/4. 


Resolución. Tomemos sobre la línea buscada un punto arbitrario 
La distancia del punto M al punto Р se determina por la fórmula de la 


entre dos puntos: 
IMFI y eor+(s-1) Я 


La distancia del punto M a la recta у = —1/4 se halla a partir de conside- 
raciones geométricas simples (fig. 1): 


IMKL41KN ир. 


078 
ancia 


IMN 


Puesto que, según el enunciado, la igualdad | MF | = | MN | se cumplo 
para todo punto M que pertenezca a la línea buscada, entonces la ecuación de 
esta línea se puede escribir de la forma 


о sea, у = zê. 

La línea determinada por la ecua 

39. Escribir la ecu: 
producto de sus distancias a los puntos F, (a; 0) y Ё, ( 
una constante igual а al. 

Resolución. Tomemos sobre la curva buscada un punto arbitrario M (z; y). 
Sus distancias a los puntos F, (а; 0) y Е, (—a; 0) son т = У (= а)? Fy, 


п y = z? se lama parábola. 


ión de un conjunto de puntos tales, que el 
: 0) sea 


14 


VE FF y7. De las condiciones del problema se deduce que туг; = а%, 
Be este modo, la curva buscada tiene la ecuación 


Llevamos esta ecuación a la forma racional: 
(а aè + y? — 2) (2? -+ aè- 2az) = at, 


о sea, 
(а + a? + y)? — hatz? = at, 


o, por fin, 


(а y) = 2a? (aè — 3). 
La curva hallada se llama lemniscata. 
40. Escribir la ecuación do la lemniscata en las coordenadas pola- 
res y construir la curva. 


Resolución. En la ecuación (22 -}- y)? = 2а® (x° — y?) (véase el problema 
precedente) pasamos a las coordenadas polares por las fórmulas = = р сов, 
у = p sen Ө. Entonces obtendremos 


(p? cos? Ө -1- p? sen? 0)? = 2a? (p? соз? Ө — á 
— р? зеп? 0), о bien р? = 2a? cos 20. 


Esta es la ecuación de la lemniscata en co- 
ordonadas polares. 
Construimos Іа curva. Despejando р lo 
еп la ecuación hallamos р = +a Y 200820. el 
Debido a quo on ol segundo miembro de 
la igualdad está el signo doble s+». así como 
del hecho de que la ecuación no varía al sus- 
tituir Ө por — 0, deducimos de que la lem- 
niscata se halla situada simótricamente con 
respecto а los ejes Oz y Oy. Investiguemos 
la forma de la lemniscata para el primer 
cuadrante o sea, para ol caso cuando р> 
>0, 0 < 0 < n/2. Рага estos valores de р y 
9 tenemos ре; у соз 20. No es difícil ver que O puede variar sólo en 
el intervalo de Así pues, la parte respectiva de la curva está compren- 
dida entre el eje polar y la semirrecta 0 = л/4. Si Ө = 0, entonces p 
Al crecer @ de 0 a x/4 la magnitud р decrecorá hasta el valor de р 
Teniendo en cuenta las consideraciones de simetría, podemos construir la 
lemniscata (fig. 2). 


41. Escribir la ecuación del conjunto de los puntos equidistantes 
de los puntos А (1; 1) y В (3: 3). 
Resolución. Supongamos que el punto M pertenece al conjunto buscado; 


entonces | MA | = | MR |. Por la fórmula de la distancia entre dos puntos 
hallamos 


ТАРА = V GP GIA, 
11B/= 3700—32 
y la есиасїдп de la línea puede ser escrita de la forma 
A =V EFU. 
Elevando al cuadrado ambos miembros de la última igualdad, obtendremos 
аа 2e 4A Ha 2y A = а ве 9 at ву 9, 


de donde, una vez reducidos los términos semejantes, llegamos finalmente a la 
ecuación 
z+y—4=0. 

De este modo, el conjunto buscado es una recta que, como es sabido, sirve 
de perpendicular media al segmento | AB |. 
Un punto M se desplaza uniformemente sobre una semirrecta 
а con movimiento uniforme en torno al polo. Escribir la 
ecuación de la línea descrita por el punto M si en el momento inicial 
la semirrecta en rotación coincide con el eje polar y el punto M, 
con el polo; al girar la semirrecta en el ángulo Ө = 1 (un radián) 
el punto A se ha alejado del polo en una distancia а. 


consiguiente, p/0 =a/l, о sea, d 
La curva p = 48 so llama espiral de Ar- 
“штей. 
43. La circunferencia de diáme- 
tro a rueda sin deslizar por el lado 
exterior de otra circunferencia de 
mismo diámetro. Escribir on las 
coordenadas polares la ecuación de 
la línea descrita por cierto punto fijo 
de la circunferencia rodante. 
Resolución. En la fig. Э: C, es la po- 
sición inicial del centro de la circun- 
ferenc: 


fija; Cy es el contro de la circunferencia rodante que está en una nueva розісіб 
М, lla nuova posición del punto A que describe la línea buscada. (Una vez des- 
plazada la circunferencia C, a la posición Сз, el punto Р ocupará la posición Q. 
El punto Е ocupará la posición D, puesto que el rodamiento ocurre sin deslizar, 
E IE 
8б — б, 0С8 — обур) 

En el dibujo se muestra la posición del polo O y del eje polar Ог. Se exige 
escribir la ecuación a cual satisfacen las coordenadas de cualquier punto 
М (p; 0) de la línea buscada. 


~N ZN 
No es difícil vor que А/ Сый = Саф, еп virtud de lo cual el cuadrilátero 
OC,C,M es un trapecio isóscoles con la base menor | C¿C¿| = а; СС; у СС, 


son las perpendiculares а la recta OM que pasan por Jos puntos бу У Су De 


este moi 
ю=1ос-„1с;с +1 CMI = 
a 


L соко фа соз @ = а (14-соз Ө). 


Por esto, la ecuación de la línea buscada en {аз coordenadas polares tiene la 
forma р = a (1 + соз 0); esta curva se Пата cardioide. 

Puesto que al sustituir Ө por —0 la ecuación de la cardivido no varía, esta 
última está situada simétricamente con respecto al eje polar. Si Ө varía de 0 
a a, entonces p decrece de 2a a 0. 
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44. Hallar la ecuación del conjunto de puntos equidistantes de 
loş puntos А (2; 0) y В(0; 1). 

45. ¿Qué línea se define por la ecuación z 

46. ¿Qué línea se define por la ecuación т = —y? 

47. Escribir la ecuación de un conjunto de puntos tales, que la 
suma de los cuadrados de sus distancias a los puntos A (2; 0) y 
В (0; 2) sea igual al cuadrado de la distancia entre los puntos А y В. 

48. Escribir la ecuación de un conjunto de puntos tales, que la 
suma de sus distancias a los puntos A (1; 0) y В (0; 1) sea igual a 2. 

49. Escribir en el sistema polar de coordenadas la ecuación de 
una circunferencia con centro en el polo. 

50. Escribir en el sistema polar de coordenadas la ecuación de 
una semirrecta que pasa por el polo y forma con el eje polar un án- 
gulo а. 

51. Escribir en el sistema polar de coordenadas la ecuación de 
una circunferencia de diámetro a si el polo está sobre la circunferencia 
y el eje polar pasa por el centro de la misma. 


5. Ecuaciones paramétricas de una línea. Al buscar la ecuación de un con- 
junto de los puntos resulta, a veces, más cómodo expresar las coordenadas 


Fig. 4 


z о y de un punto arbitrario de oste conjunto por medio de cierta magnitud амхі- 
liar £ (llamada parámetro), o sea, examinar el sistema de ecuaciones 


(0, y=v(0. 


Tal ropresentación de la línea buscada se llama paramétrica y las осиасїо- 
nes del sistema han recibido el nombre de ecuaciones paramétricas de la línea 
dada. 

La eliminación del parámetro £ a partir del sistema (si ello es posible) 
lleva a una ecuación que relaciona z e y, о sea a una ecuación ordinaria de la 
línea que tiene la forma / (z, y) = 0. 


52. Escribir las ecuaciones paramétricas de una circunferencia. 


Resolución. Examinemos una circunferencia de radio a con centro en el 
origen de las coordenadas (fig. 4). Tomamos sobre esta circunferencia un punto 
arbitrario M (2; у). Adoptamos el ángulo formado por el radio ОМ con el eje de 
abscisas como parámetro t. Del triángulo OMN se deduce que т = а соз t, 
у= ап Ё De este modo, las ecuaciones 


z=acost; y=asent 
son las ecuaciones paramétricas de la circunferencia. 
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Eliminando de estas ecuaciones el parámetro ғ, obtendremos la ecuación 
ordinaria de una circunferencia. En el caso dado, para eliminar el parámetro 
basta elevar al cuadrado cada una de las ecuaciones y sumar 

z= a? cost £ 
y 
Py 

La última expresión es la ecuación de una circunferencia de radio a con 
centro en el origen de coordenadas. 

53. Escribir las ecuaciones paramétricas de una curva escrita 
por un punto fijo de una circunferencia que rueda sin deslizar por 
una recta fija. 

Resolución. Supongamos que una circunferencia de radio a rueda sin deslizar 
а la derecha por una recta horizontal (fig. 5). Tomamos esta recta como el eje Ox 
colocando el origen de coordenadas en cierto punto O del eje. Tomamos como 
punto fijo de 1а circunferencia (por el desplazamiento del cual se forma la curva 

juscada) aquel que coincide con el punto O al encontrarse la circunferencia en la 
posición =, чыкен Tomamos como parámetro t el ángulo de giro del radio 
de la circunferencia que pasa por el punto fijo. 


“Supongamos que en cierto instante de tiempo la circunferencia es tangente 
al eje en el punto A. El punto fijo de la circunferencia ocupará la posición 


AN 
М (z; v), correspondiente al ángulo 2 de giro del radio CM (t = АСМ). Como 


el rodamiento ocurre sin deslizar, entonces | ОА | = ATÁ = at. Usando esto, 
expresemos las coordenadas del punto M por £: 


аз зеп? t 
a 


z=] 0N\=]0A}]—| NAI = NA —)\ NA] = а — a sn = 
= a (t — sen t), 
y=] NM ТАР | = | АС| — | РС| = а — a cos t = a (1 — cos t). 


as de la linea buscada tienen la 


De este modo, las ecuaciones paramé! 
forma 
z= a(t— sent), у= а (1 — cos t). 


Esta línea se Паша cicloide y se muestra en la fig. 5. 

54. ¿Qué línea se define por las ecuaciones paramétricas z = 
у= 

Resolución. Eliminando ol parámetro t, llegamos a la ecuación y = т. 
Pero en virtud de las ecuaciones paramétricas z >> 0, y > 0. Por consiguiente, 
las ecuaciones paramétricas dadas definen la semirrecta-biseotriz del ángulo de 
las coordenadas del primer cuadrante. 

55. ¿Qué línea se define por las ecuaciones paramétricas = = 
= cost, y = cos? 1? 

Resolución. Reemplazando al cos por = en la segunda ecuación, obtenemos 
lá ecuación de la parábola y = 22. De las ecuaciones paramétricas se deduce 
que | 2) <1, 0< y < 1. Ahora bien, las ecuaciones paramétricas definen el 
arco АОВ de la parábola y = 2%, donde A (—1; 1); B (1; 1). 

56. ¿Qué línea se define por las ecuaciones х = sent, y = 
= cosec t? 


Resolución. Puesto que y = 1/sen t, entonces, eliminando +, obtenemos la 
ecuación y = 1/z que expresa la dependencia inversamente proporcional de las 
\ 
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il . Teniendo en cuenta que | z | < 4, | y | 2 1, deducimos que 
[а шга detinida por las ecusciones porsmelricas z = sem Ё y = conos E, Шш 
la forma representada en la fig. 6. 

57. ¿Qué línea se define рог las ecuaciones = = 2t, у = 4t? 

58. La curva está representada por las ecuaciones paramétricas 
z = а соз t, y = b sen t. Hallar su ecuación 
en el sistema rectangular de coordenadas. 

Indicación: dividir la primera ecuación por a y 
Ja segunda por 5; luego eliminar £. 

59. La curva está representada por las 
ecuaciones paramétricas z= a sec t,y=btg t. 
Hallar su ecuación en el sistema rectangular 
de coordenadas. 

60. ¿Qué Jínea se define por las ecuaciones 
cos? t, у = sen? t? 

61. La curva definida por las ecuacio- 
nes paramétricas х = а соз? t, y = a sen? t 
se llama astroide. Eliminando t, hallar la 
ecuación de la astroide en el sistema rectan- 
gular de coordenadas. 

62. El círculo de centro O y radio a lleva 
arrollado un hilo en el sentido de las agujas 
del reloj; supongamos que el extremo dol hilo 
se encuentra en el punto A (a; 0). Vamos a desenrollar el hilo (en el 
sentido contrario al de las agujas del reloj) quitándolo del círculo 
y siempre tensándolo al tirar de su extremo. Hallar las ecuaciones 
paramétricas de la curva descrita por el extremo del hilo ві como 
parámetro £ se toma el ángulo entre el radio OA y el radio OB tra- 
zado al punto de tangencia de la curcunferencia con el hilo tenso, 
para una posición arbitraria de este último. 


т 


Fig. 6] 


$ 2. La recta 


1. Ecuación general de una recta. Toda ecuación de primer grado сог. res- 
pecto “a т e y, ез decir que tiene Ја forma 


Az + Ву С= 0 


(donde А, В y С son coeficientes constantes, además, Аз + В? y+ 0) define sobre 
un plano cierta recta. Esta expresión se Мата ecuación general de una recta. 
.. Casos particulares, 1. C recta definida por la ecua- 
ción Аг ч By = 0 рана por el origen de coord 

2. A = 0; В 40; С з 0. La recta defini 
(o y = b, donde Р es paralela al ej 


las. 
gor la ecuación, By + C = 0 


3. B=0; La recta definida por la ecuación Az + C = 0 
= . es pars al eje Oy. 
4. В'= С = 0; A æ 0. La recta definida por la ecuación Az = 0 (o z = 0, 
dado que А = 0), coincide con el 
A = C "0; В чё 0. La recta definida por la ecuación By = 0 (o y = 0, 


2. Ecuación de la recta con vn coeficiente angular, Si en la ecuación general 
de una recta В æ 0, entonces, despejando y, obtenemos la ecuación que tiene 
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la forma 


(aquí k = —A/B, b = —CIB). 


ma ecuación con coeficiente angular 
o ecuación con pendiente, puesto que k = tg æ, donde az es el ángulo formado 
por la recta con el sentido positivo del eje Oz. El término independiente de la 
ecuación b es igual a la ordenada del punto de intersección con el eje Oy. 

3, Ecuación segmentaria de una recta. Si en la ecuación general do la recta 
С + б, entonces, dividiendo todos sus terminos por —C, obtenemos la ecuación 
qué tiene la forma 


ETE И; 
аъ 
(aquí а = —C/A, b = —C/B). Ella se lama ecuación segmentaria de una rectas 


en la misma a ез la abscisa del punto de intersección de la recta con el eje Oz 
y b es la ordenada del punto de intersección de la recta con el eje Oy. Por eso 
а y b se denominan segmentos do la recta sobre los ejes de las оог 

A. Ecuación normal de una recta. Si ambos miembros do la ecuación general 
dela recta Az + Ву + С = Oso multiplican por e] número p = 1/(+ У ATT ED 
(llamado factor normalizador), además, de tal modo que el signo delante del 
radical se escoja para que se cumpla la condición +С < 0, entoncos so obtiene 
а ecuación 


күсоз ф + зеп ф — p 0. 


Ella se Jenomina ecuación normal de una recta. Aquí р es la longitud de la per- 
pendicular а la recta que pasa por el origen de las coordenadas y Ф es el ángulo 
formado por esta perpendicular con el sentido positivo del ejo Oz. 

63. Escribir la ecuación de la recta que trunca sobre el eje de 
ordonadas el segmento b 3 y forma con el sentido positivo 
del eje de abscisas el ángulo a = л/ 

Resolución. Hallamos el coeficiente angular: k = tg (1/6) = 1// 3, Uti- 
lizando la ecuación de la recta con un coeficiente angular, obtonomos y = 
= (11/43) z — 3; suprimiendo los denominadores y transponiendo todos los 
términos al primer miembro obtenemos la ecuación general de la recta z — 


-V3-3V3=0. 

64. Escribir la ecuación de la recta que corta sobre los ejes de 
coordenadas los segmentos а = 2/5, б = —1/10. * 

Resolución. Usando la ecuación segmentaria de una recta, tenemos 


z у 
gs tino "+ 


Esta ecuación se puede escri! en la forma (5/2) х — 10у = 1, о bien 
5z — 20y — 2 = 0 (ecuación general de la reci 

65. Se da la ecuación general de la recta 122 — 5y — 65 = 0. 
1) la ecuación con coeficiente angular; 2) la ecuación seg- 
3) la ecuación normal. 

Resolución. 1) Despejando y en la ecuación de la recta, obtenemos la ecua- 
ción con coeficiente angular: ` 

y = (12/5) z — 13. 


Aquí k = 12/5, b = —13. 

2) Transponemos el término independiente de la ecuación pen al segundo 
miembro y dividimos ambos miembros por 65; nos queda (12/65) z — (5/65) у == 
+ 
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= 1, Escribiendo la; última ecuación en la forma 


z y 
SS 
ateos la миш segmentaria de la recta dada. Aquí а = 65/12b = 
= —65/5 = —13. 
3) Hallamos el factor normalizador p = 1/у/ 127492 (5)? = 1/13, Multi- 


plicando ambos miembros de la ecuación general por este factor, obtenemos la 
ecuación normal de la recta 


(12/13) z — (5/13) y — 
Aquí cos ф = 12/13, sen y = —5/13, р = 5. 


66. Construir las rectas; 1) z — 2y + 5 = 0; 2) 22 + 3y = 
3) 5z — 2 = 0; 4) 2y+7=0. 


Resolución. 1) Suponiendo que en la ecuación z == 0,” obtenemos у = 5/2. 
Por consiguiente, la recta se interseca con el eje de ordenadas en el punto 
В (0; 5/2). Suponiendo que y == 0, obte- 
nemos z = —5, o sea, la recta se inter- 
веса con el eje de abscisas en el punto 
4 (5 0), Queda trazar la recta por los 
puntos А y (fig. 7). 

2) La recta 2z -+ 3y = 0 pasa por el 
origen de las coordenadas, ya que en su 
ecuación falta ol término independiente. 
Asignamos a т en la ecuación de la recta 
un valor cualquiera. Supongamos, por 
ejemplo, que z = 3, entonces б +- Зу- 0, 
a, V, obtendremos el punto Fig. 7 
2). Queda trazar la recta por el 
origen de coordenadas y el punto M. 

3) Despejando z en la ecuación de la recta, obtenemos z = 2/5, Esta recta 
es paralela al oje de las ordenadas y corta sobró el eje de abscisas un segmento 
igual a 2/5. 

4) Obtenemos análogamento la ecuación у = —7/2; esta recta os paralela 
al ojo de abscisas. 


67. Se da la ecuación de la recta (= + 2 /5)/4 + (y — 2 V 5)/2= 

0. Escribir: 1) la ecuación general de esta recta; 2) la ecuación con 
el coeficiente angular; 3) la ecuación segmentaria de la recta; 4) la 
ecuación normal. 

68. ¿Qué ángulo forma la recta 22 + 2y — 5 = 0 con el sentido 
positivo del eje de las abscisas? 

69. Determinar el área del triángulo formado por la recta 4z + 
+ 3y —36 = 0 y los ejes de las coordenadas. 

70. ¿So puede escribir como segmentaria la ecuación de la recta 
207 -+ 21у = 0? 

71. Construir las rectas: 1) 4z — 5y + 15 = 0; 2) 2z — y = 0; 
3) 7x — 10 = 0; 4) 2y +3 = 0. 

72. Escribir la ecuación de la recta que corta sobre el eje de las 
ordenadas el segmento b = 1 y forma con el sentido positivo del 
eje de abscisas el ángulo а = 21/3. 

73. La recta corta, sobre los ejes de las coordenadas, segmentos 
positivos congruentes. Escribir la ecuación de la recta si el área del 


о. 
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triángulo formado por la recta y los ejes de las coordenadas es igual 
a 8 unidades cuadradas. 

74. Escribir la ecuación de la recta que pasa por el origen de las 
coordenadas y el punto A (—2; —3). 

75. Escribir la ecuación de la recta que pasa por el punto A (2; 5) 
y corta, sobre el eje de las ordenadas, el segmento b = 7. 

76. Escribir las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto 
М (—3; —4) y son paralelas a los ejes de coordenadas. 

77. Escribir la ecuación de la recta que corta segmentos congruen- 
tes sobre los ejes de las coordenadas, si la longitud del segmento de 
la recta comprendido entre los ejes de coordenadas es igual a 5V7. 

5. Angulo entre dos "rectas. Ecuación de la recta que pasa рог dos puntos. 
ЕІ (с-ды entre las rectas у = Кух + b, е y = Кут +b, se determina por 
ja 


u) 


Condición de paralelismo de las rectas: kı = ka. 
Condición de perpendicularidad de las rectas: kı = —1/К 
La ecuación de la recta que tiene el coeficiente angular k y pasa por el punto 
M (ху; у) se escribe de la forma 
у = kg-a). a) 
La ecuación de la recta que pasa por los puntos My (z1; (л) Y Ma (Zai Va) 
se escribo en la forma 
sn AA з) 
non A ун 
y el coeficiente angular de esta recta se encuentra por la fórmula 


an. (4) 
ч 


5 гү, entonces la ecuación de la recta que pasa por los puntos М 
y M, tiene la forma z = д. 

Bi y, = ya, luego la ecuación de la recta que pasa por los puntos M, y М, 
tiono la forma y = yy. 

6, Intersección de rectas. Distancia de un punto a la recta. Hz de recta. 
Si A/A, 9 B/B, entonces las coordenadas dol punto de intersección de las 
rectas Aiz + By + Су = 0 y Asz + Bay + Су= 0 зе hallan resolviendo con- 
juntamente las ecuaciones de estas rectas. 

La distancia del punto М (za; уо) a la recta Az + Ву + С = 0 se halla 
por а fórmula 


145 ВС) 


УАВ? w 

Las bisectrices de los los entre las rectas Az + Biy + Су = 0 y 
Az + Bay + Ca = 0 tienen las ecuaciones 

AztBw+C, , Az+BWECs o а 


VAR + уңға 
Si las rectas intersecadas están representadas por las ecuaciones Aiz -+ 
+ Biy + Сү = 0 y А2 + Bay + С, = 0, entonces la ecuación 


Aiz + By + Су +2 (Aar + Bay + С) = 0, * 


(3) 
2 


mido ol factor numérico A. determina una linea recta, que pasa por el punto 
de intersección de las rectas representadas. Atribuyendo а A diversos valores 

sn la última ecuación, obtendremos diversas rectas pertenecientes а un Аат 
de rectas cuyo centro es el punto de intersección de las rectas dadas. 


Е Determinar el ángulo agudo entre las rectas у = —3r + 7 
= 22-1. 


Resolución. Haciendo kı = —3, k, = 2 en la fórmula (1) del apartado 5, 
obtenemos 


79. Mostrar que las rectas 4r — 6y +7 =0 y 20r — 30y — 
— 41 = 0, son paralelas. 


Resolución. Reduciendo la ecuación de cada recta a la forma соп cooficiente 
obtenemos 


у= 0/3) = +76 е y= (2/3) z — 14/30. 


Los coeficientes angulares de ostas rectas son iguales: kı = k, = 2/3, о sea, 
{аз rectas son paralelas. 


80. Mostrar que las rectas 3z — 5y + 7 = 0 y 10r + 6y —3 = 
= 0 son perpendiculares. 


angul 


Resolución. Una vez reducidas las ecuaciones a la forma con coeficiente 
angular, obtenemos 


y = (3/5) = + 15 e y= (—5/3) z + 1/2. 
Aquí kı = 3/5, ky = —5/3. Como kı = —1/Ka, las rectas son porpondicularos 


81. Escribir la ecuación de la recta que pasa por los puntos 
(A; Зуу N (2; 5). 


Resolución. Suponiendo que ху = —1, уу = 3, za = 2, y, = 5 on la ecua- 
ción (3) del apartado 5, obtenemos һ S Ё 


Ш 


1—3 2+4 


1—3 + 
5=3=2+1, 


obin == 


Así, la ecuación tiene la forma 2z — 3y + 11 = 0, 

til verificar que la ecuación está correctamente formulada, Para esto 
nto mostrar que las coordenadas de los puntos М у M satisfacen la 
ecuación do la recta. En efecto, las igualdades 2 (—1) — 3-3 + 11 = 0, 2:2= 
— 3:5 + 11 = 0 so cumplen idénticamente. 


82. Componer la ecuación de la recta que pasa por los puntos 
) y B(2; 4). 

Resolución. Como тү = z, = —2, entonces la recta tiene la ecuación z == 
= —2 (es paralela al eje de las ordenadas). 

83. Mostrar que las rectas 3x—2y+1=0 y 2z +5y— 
ве intersecan y hallar las coordenadas de los puntos de 
intersección. 
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Resolución. Como 3/2 == (—2)/5, las rectas se intersecan. Resolviendo el 
sistema de ecuaciones 

3r—2y+1=0, 

2r+5y—12=0, 
hallamos z = 1, y = 2, o sea las rectas se intersecan en el punto (1; 2). 


84. Determinar la distancia del punto M (х0; yo) а la recta 
Ах — By + С = 0, sin emplear la ecuación normal de la recta, 


Resolución. El problema se reduce a la determinación de la distancia entre 
los puntos M (zo; yo) y N, donde N es la base de 1; грепаісшаг a la recta 
dada y que pasa por el punto. Planteamos la ecuación de la recta (MN). Puesto 
que el coeficiente angular de la recta definida es igual a —A/B, el coeficiente 
angular de la recta (MN) es igual a B/A (según la condición de perpendiculari- 
dad) y la ecuación de esta última tiene Ја forma y — yo = (B/A) (z — зу). 
Esta ccuación se puede escribir de la forma (z — z)/A = (y — 020/8. 

Para determinar las coordenadas del punto N, resolvemos el sistema de 
ез 


ecua 
A+ By+C=0 y (= —– 2А = (y — v)/B. 
Introducimos la incógnita auxiliar t: 
@ — z)/A = (y — vo)/B = t. 
Entonces z= zo + At, y = yọ -+ Bt. Sustituyendo estas expresiones en la 
ecuación de la recta dada, obtenemos А (zo + At) + B (yo + Bi) + C = 0, 
de donde 
t = —(Azo + Ву + CIMA? + BM. 


Sustituyendo ahora el valor de £ en las ecuaciones z = xy + А! е y = y, + Bt, 
determinamos las coordenadas del punto N: 


r=: у= В: 


Аз 
tre los puntos M y 


Sólo falta determinar la 


85. Determinar la distancia del punto M (1; 2) a la recta 207 — 
— 21у — 58 = 0. 

Resolución. Tenemos 

120-1—24-2—58| _ 12042581 _ 
үи 29 

86. Dada la recta l: Ах — Зу — 7 = 0. ¿Cuáles de los puntos 
А (5/2; 1), В (3; 2), С (1; —4), D (0; —2); E (4; 3), F (5; 2) perte- 
necen a esta recta? Я 

Resolución, Si el punto está sobre la recta, sus coordenadas deben satisfacer 
la ecuación de la recta, Tenemos: А € l, ya que 4-5/2 — 3-1 — 7 = 0; B€l, 
ya que 443—3-2— 70; CEL ya que 4-1 — 3(1)—7=0; РЄ, 
ya que 4:0 — 3 (—2)— 75 0; E€l, ya que 44—3-37=0; PEL, 
ya que 4:5 — 3-2-7 0. 


87. Escribir la ecuación de la recta que pasa por el punto 
М (—2; —5) y es paralela a la recta З= > 4y + 2 = 0. 

Resolución. Despejando y en la última ecuación, obtenemos y = —(3/4) z — 
— 1/2. Por consiguiente, en virtud de la condición de paralelismo, el coeficiente 
angular de la recta buscada es igual а —3/4. Aplicando la ecuación (2) del apar- 
tado 5, obtenemos 


heal, osea, 324-40-20. 


88. Se dan los vértices de triángulo: А (2; 2), В (—2; —8) 
y С (2-6; —2). Escribir las ecuaciones de las medianas del triángulo. 
Resolución. Hallamos las coordenadas de los lados BC, AC y AB: 


028—2 


и=——5——=—5 А —5h 
B, (—2; 0); 
С, 0; = 3). 


Encontramos las ecuaciones de las medianas con ayuda de Іа ecua 
la recta que pasa por dos puntos dados. La ecuación de la mediana АА, ез 


n de 


—2 


y ез decir 77—6y—2 


jesto que los puntos B (—2; —8) 
iguales, la mediana ВВ, es paralela al ojo de 


в, ( 
Srdenadas 


0) tie abscisas і 
Su ecuación es z -+ 2 


La ecuación de la mediana CC, es: 
yz _х+6 


‚ obin J-+6y418=0, 


89. Se dan los vértices del triángulo; А (0; 1); В (6; 5) y 
C (12; —1). Escribir la ecuación de la altura del triángulo, trazada 
por el vértice С. 


Resolución. Por la fórmula (4) del apsrtado 5 hallamos el coeticiente angular 
del lado AB: 


4 


—1 


En virtud de la cone 
la altura trazada por el véi 
tiene la forma 


у= 


¡ón de perpendicularidad, el coeficiente angular de 
ice C e igual a —3/2. La ecuación de esta altura 


Е: 


(2—12), о Меп 3r+2y—34=0 


|. Se dan los lados de un triángulo: z + 3y —7 = 0 (АВ), 
аг — y — 2 = 0 (ВС), 6x + Ву — 35 = 0 (АС). Hallar Ja longitud 
de la altura trazada рог el vértice В. 

Resolución. Determinemos las coordenadas del punto B. Resolviendo el 
sistema de ecuaciones z + Зу — 7 = 0 y 4x — y — 2 = 0, obtendremos z = 1, 
y = 2, о sea, В (1; 2). Hallamos la longitud de la altura BB, como distancia 


25 


del punto В а 1а recta AC: 
|BB,1= 


91. Determinar la distancia entre las rectas paralelas 32 -+y — 
—2 Y 10=0 у 62-23-5100. 

Resolución. El problema se reduce a la determinación de la distancia entre 
un punto arbitrario de una recta y la otra recta. Suponiendo, por ejemplo, que 
еп la ecuación de la primera recta z = 0, obtenemos у = 3 У 10. Ahora bien, 
М (0; 3 Y 10) es el punto que está sobre la primei Determinemos la 

distancia del punto 4 segunda recta 
_ 16-0+2-3/10+5V 101 _ 11110 55. 
зүп 
92. Escribir las ecuaciones de las 
bisectrices de los ángulos comprendidos 
entre las rectas z + y —5 = 0 y Tz — 
-=y — 19 = Oífig. 8). 

Resolución. Primeramente resolvamos este 

problema en la forma general, 


Las bisectrices de los н formados por 
dos rectas son, como es sabido, el conjunto de 


а 


los puntos equidistantes a estas rectas. Si las 
¡ones de las rectas d: Aj + Biy + 
=0 y Aar + Byt (АУА, ®ЙМВ, 


о sea, las roctas no son paralelas), entonces para todo punto M (z; y) pertene- 
ciente a una do las bisectrices tenemos (utilizando la fórmula para determinar la 
distancia del punto a la recta) 


IAF Васи Apr BA Cal 
VAR А 


VA Bi 
Puosto que M (т; y) es un punto arbitrario de la bisectriz, se lo puede dosig- 
паг simplomonto por Af (z; y). Teniendo еп cuenta que las expresiones que 
gión en la última igualdad bajo el signo do magnitud absoluta, pueden tenor 
diversos signos, obtenemos para una Je las Ьізесігісез la ecuación 


Ari BB AH BC, 
VAB УАВ 


y para la otra la ecuación 
АВС, Аз BC 
VAHB} Үр ` 
De este modo, las ecuaciones de ambas bisectrices se pueden escribir de la forma 
Аз ВС. ABC, 
vät 7 VAF 
Ahora vamos a resolver el problema concreto planteado. Sustituyendo А 


Ву, Cı, Аз, Ba у Су рог sus valores indicados en las ecuaciones de las rectas 
dadas, obtendremos 


—19)=0. 
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La ecuación de una de las bisectrices se escribe de la forma 
з-у 5) (02—019) = 0, osea, 3z+y=11 = 0, 
y la ecuación de la otra, de la forma 
5(+y—5—(12—y—19)=0, osea, 2—3y+3=0. 
93. Se dan los vértices del triángulo: A (1; 1), B (10; 13), 
С (13; 6). Escribir la ecuación de la bisectriz del ángulo A. 
Resolución. Usamos otro modo (en comparación con la resolución del pro- 
Мета precedente) de plantear la ecuación de la biseotriz, 
Supongamos que D es el punto de intersección de la bisectriz con el lado ВС. 
De la propiedad de la bisectriz del ángulo interior del triángulo se deduce que 
1BD|:|DC| =| AB|:| AC|. Pero 
¡4B1=V (WWF 0135—1815, |Ас| = У BD F 0-1 =13. 


Por lo tanto, А = | BD | :| DC] = 15/13. Como es conocida la razón 
en que el punto D'divide el segmento BC, las coordenadas del punto D se deter- 
minan por las igualdades: 


104 15/13-43 134-15/13-6 
TFIA > VIA? 
o bion z = 325/28, y = 259/28, es decir, D (325/28; 259/28). El problema so 


seduce al plantoamionto do la ecuación do la recta que pasa por los puntos 
A yD: 


2—1 


о sea 71—9y+2=0 


94. Se dan las ecuaciones de las alturas del triángulo ABC: 
x+y—2=0, 9х —3y —4 = 0 y las coordenadas del vértice 
A (2; 2). Escribir las ecnaciones de los lados del triángulo. 


Resolución. Es fácil corciorarso de que el vértico A no está en ninguna de las 
alturas definidas: sus coordenadas no satisfacen las ecuaciones de estas alturas, 

Sean 9z — Зу — 4 = 0 la ecuación de la altura BB, y 2 +y—2=0 
la ecuación de la;altura CC,. Planteemos la ecuación del lado АС examinándolo 
como recta perpéndicular a la altura BB,, que pasa por el punto A. Como el 
coeficiente г de la altura ВВ, es igual a 3, е1 coeficionte angular del lado 
АС os de —1/3, o sea, Клс = —1/3. Aplicando la ecuación de la recta que pasa 
por un punto y tiens el coeficiente angular dado, obtendremos la ecuación 

el lado AC: 


1 
2=—=>3 (1—2), о Меп, z+3y—8=0, 


Análogamente obtenemos kco; = —1, kan = 1 y la ecuación dol lado AB 
tiene la forma 


y—=2=x-2 оза, y=z 

Resolviendo conjuntamente las ecuaciones de las rectas AB у ВВ, así 
como de las rectas АС y CC, hallamos las coordenadas de los vértices del tri- 
ángulo: В (2/3; 2/3) y С (1? 3). Queda sólo por formular la ecuación del lado 
BC: 


7745y—8=0, 
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95. Escribir las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto 
М 65 n y forman con la recta 2z + y —4 = 0 el ángulo л/4 
(fig. 9). 


Resolución. Supongamos que el coeficiente angular de una de las rectas bus- 
cadas es igual a k. El coeficiente angular de la recta dada vale —2. Como el 

ángulo comprendido entre estas rectas os igual 
a x/4, entonces 


ción de una de las rectas bus- 
la forma 


z+3y—8=0, 
Fig. 9 y la ecuación de la otra recta resulta 
y—1=3(2—5), osa, 3z—y— 14=0. 


96. Hallar Ја recta que pertenece al haz 27 + 3y +5 + 
+2 (т +. Ву +6) = 0 y pasa por el punto M (1; 1). 


Resolución. Las coordenadas del punto M deben satisfacer la ecuación 
de la recta buscada, por eso para determinar À obtenemos la ecuación 


24431454A 8440) = 0, о bien, 10+ 15A = 0, 
о sea, A= —2/3. 


1 
yi=— (15), ose 


Sun 'juyendo el valor de À en la ecuación del haz, obtenemos la de la recta bus- 
cada: 


2 
27434 4+5— 3 (248y46)=0, о bien, 42—7y+3=0. 


97. Hallar la recta que pasa por el punto de intersección de las 
rectas 3z — 4y + 7 = 0 y 5z + 2y + 3 = 0, y es paralela al eje 
de las ordenadas. 

Resolución. La recta pertenece al haz 
З= — åy + 7 + А (5z + 2y + 3) = 0, osea, (3+ 5А) z + (44 2А) y + 

+ (1+ 34) = 0. 
Como la recta buscada es paralela al eje de las ordenadas, el coeficiente de у 
debe ser igual a сего: —4 + 24 = 0, o sea, А = 

Queda sólo sustituir el valor hallado de A en la ecuación del haz, de donde 
obtenemos la ecuación buscada = + 1 = 0. 


98. Se dan los lados del triángulo: z- 2y + 5 = 0 (АВ), 
3z y de = 0 (BC) y z фу +7 = 0 (AC), Escribir la ecuación 
de la altura del triángulo bajada al lado AC. 
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Resolución. La altura pertenece al haz 
z+ 2у-+- 5+ А032 +010) =0, о sea, 
(4) AENA A 


El coeficiente angular de Ја recta del haz es igual a (1 + 39)/(2 + A); puesto 
ue el coeficiente angular de la recta AC vale —1, entonces el coeficiente ai 

de la altura buscada es igual a AS йар дери зар À obtenemos la «ыба 

T+ 3/2 + à) = 1. De aquí 1 + 3% + o sea, А = —3/4, 

Subtitayendo ol valor hallado da A en la ecuación del haz, obtendremos la өс” 

ción buscada de la altura: 


9 3 
(1-7) =+(2-3) 
99. Se dan los vértices del triángulo АВС» A (0; 2), B (7; 3) 


Lo 
y C (1; 6). Determinar BAC = а. 
100: Se dan los lados del triángulo: z + y — 6 = 0, 3z — 5y + 
O y 52 —3y —— 14 = 0. Escribir las ecuaciones de sus 


< 


3 
—7)=0, о зев, 51—5y—17=0, 


+14 
alturas. 

101. Escribir las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos 
comprendidos entre las rectas 3z + 4y — 20 = 0 y 8r + бу —5=0. 

102. Se dan los vértices del triángulo: А (0; 0), В (4; —3) 
y С (—5; 4). Escribir las ecuaciones de las rectas que pasan рог 
los vértices del triángulo y son paralelas a sus lado: 

103. Escribir las ecuaciones de las rectas que p. 
М (2; 7) y forman con la recta AB, donde A ( –1; 
los ángulos de 45”. 

104. Doterminar la distancia del punto M (2; —1) a la recta que 
corta en los ejes de las coordenadas los segmentos а = 8, b = 6. 
105. En el triángulo que tiene por vértices los puntos A (3/2; 1), 

З) y С (3; 3) hallar la longitud de la altura trazada por el 
vértice С. 

106. ¿Para qué valor de т las rectas 7z — 2y —5=0, z + 
+ 70у —8 =0 y mz + ту —8 == 0 se intersecan en un mismo 
punto? 

107. Se dan los puntos medios de los lados del triángulo: 
Ау (15 —1), В, (1; 9) y C (9; 1). Escribir las ecuaciones de las 
perpendiculares medianas bajadas a los lados del triángulo. 

108. Hallar el ángulo agudo formado por la recta que pasa por 
los puntos A (2; V3) у В (3; 2 V3) con el eje de las ordenadas. 

09. Los puntos А (1; 2) у С (3; 6) son los vértices opuestos de 
un cuadrado. Determinar las coordenadas de los otros dos vértices 
del cuadrado. 

110. Hallar sobre el eje de abscisas un punto cuya distancia 
а la recta 8z + 15у + 10 = 0 sea igual a 1. 

111. Se dan los vértices de un triángulo: A (1; 1), В (4; 5) y 
С (13; —4). Escribir la ecuación de la mediana trazada por el vérti- 
се В y de la altura bajada del vértice C. Calcular el área del triángulo. 


por el punto 
) y В (8; —2), 
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112. Hallar las rectas que pertenecen al haz 22 + 3y +6 + 
+ à (z — 5y — б) = 0 y son perpendiculares а las rectas básicas 
del haz. 

113. Hallar la recta que pasa por el punto de intersección de las 
rectas z + бу 4-5 = 0, З= — 2у + 1=0 y por el punto 
М (—405; 1). 

114. Hallar la recta que pasa por el punto de intersección de las 
rectas т + 2y +3 = 0, 22 + Зу + 4 = 0 y es paralela a la recta 


5х + 8y = 0. 

115. Hallar la recta que pasa por el punto de intersección de las 
rectas 3z — y —1=0, z + 3y +1 = 0, y es paralela al eje de 
abscisas. 


116. Hallar la recta que pasa por el punto de intersección de las 
rectas 5z + 3y + 10 = 0, z — 15 = 0 y por el origen de las 
coordenad 

117. Hallar la recta que pasa por el punto de intersección de las 
rectas z + 2y + 1 = 0, 2z + y + 2 = 0 y forma el ángulo de 135° 
con el eje de las abscisas. 

118. Escribir las ecuaciones de las rectas que pa 
М (a; b) y forman con la recta z + y с = 0 un ángulo de 45°. 

119. Se dan los lados del triángulo: х y О(АВ), x + y 
— 2 = 0 (BC), y = 0 (AC). Escribir las ecuaciones de la mediana 
que pasa por el vértice B у de la altura que pasa por el vértice A. 

120. Mostrar que el triángulo cuyos lados son И3-+- 1 
= 0, 2V3 +y +1 =0 уху – 10 = 0 os i 
ángulo de su vértice. 

121. Se dan los vértices sucesivos de un paralelogramo: A (0; 0), 
В (1; 3), С (7; 1). Hallar el ángulo comprendido entre sus diagonales 
y mostrar que este paralelogramo es un rectángulo. 

122. Se dan los lados de un triángulo: z — y + 2 =0(АВ), 
z = 2 (ВС), = + y — 2 = 0 (АС). ribir la ecuación de la recta 
que pasa por el vértice B y por el punto que está sobre el lado AC 
y divide este último (contando a partir del vértice А) en la razón 1:3. 

123. Mostrar que el triángulo cuyos vértices son los puntos 
A (131), В (2; 1+V3), С (3; 1) es eles, y calcular su área. 

124. Mostrar que un triángulo cuyos lados se definer por las 
ecuaciones con coeficientes enteros no puede ser equilátero. 

25. Se da un vértice de un triángulo A (3; 9) y las ecuaciones 
de las medianas: у — 6 = 0 y 3z — 4y + 9 = 0. Hallar las coorde- 
nadas de los otros dos vértices. 

126. Escribir la ecuación de la hipotenusa de un triángulo rectán- 
gulo que pasa por el punto M (2; 3) si los catetos del mismo se 
hallan situados sobre los ejes de las coordenadas y el área del trián- 
gulo es igual a 12 unidades cuadradas. 

127. Escribir las ecuaciones de tres lados de un cuadrado si es 
conocido que de cuarto lado sirve el segmento de la recta 4z + Зу — 
— 12 = 0, cuyos extremos coinciden con los ejes de las coordenadas. 


an por el punto 
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$ 3. Curvas de segundo orden 


1. Cireunferencia. La circunferencia es un conjunto de puntos equidistantes 
del punto dado (centro). Si r es su radio y el punto € (а; b) su centro, la ecua~ 
ción de la circunferencia tiene la forma 


с-а т. Ш 


En particular, centro de una circunferencia coincide con el origen de las 
coordenadas, la última ecuación tendrá el aspecto 


а+и= т. 
Si en el primer miembro de la ecuación (1) se suprimen los paréntesis, se 


obtendrá la ecuación que tieno la forma 
at yt let my + n= O, o 
donde 1 = —2a, т = —2b, п 2 -+ bt — г. 


En el caso general la ccuación (2) define la circunferencia si Iè -+ m? — 
~ án > 0. 

Sí e + m? — án = 0, la ecuación indicada define el punto (—1/2; —m/2) 
y si 2-4 m? — ап < 0, ella carece de sentido geométrico. En еме caso ве 
dice que la ecuación define una circunferencia imaginaria. 

Es útil recordar que la ecuación de una circunferencia contiene los términos 
de mayor grado 22 e y? con coeficientes iguales y en ella está ausente e) término 
con el producto de х por y. 

La situación recíproca del punto M (z,; yı) y de la circunferencia z? + y* = 
= ri so determina por las condiciones siguientes: si тї -+ у] = 7°, el punto M 
pertenece a la circunferencia; si гў + y? > гї, el punto M está fuera de la misma, 
y si z} + у} < r°, el punto M está dentro de la circunferencia. 


128. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la circunfe- 
rencia 222 + 2у# — 8r + 5y — 4 = 0. 

Resolución. Dividiendo la ecuación por 2 y agrupando los términos de la 
misma obtendremos 22 — 4z -+ y? + 5 y = 2. Completamos los cuadrados de 


las expresiones 2? — 4z e y? -+ $ y sumando al primer binomio 4 y al segundo 


(6/4)? (simultáneamente al segundo miembro se adiciona la suma de estos núme- 
тов): 
(tárta) (е 


2)=2+4+8, o bien, 


E E y э. 


De este modo, las coordenadas del centro son a = 2, Ь = —5/4 y el radio 
de la circunferencia es r = 11/4. 

129. Escribir la ecuación de la circunferencia que circunscribe al 
triángulo cuyos lados están definidos por las ecuaciones 9z — 2y — 
—41=0, 712 + 4у +7 = 0, х — 3у +1 = 0. 

Resolución. Hallamos las coordenadas de los vértices del triángulo resol- 
viendo conjuntamente tres sistemas de ecuaciones: 

9—2y—41=0, р9=—2у—41=0,  [T2+4y47=0, 
74 4y+47=0; + ; 2—3у4+1=0, 


Como resultado obtendremos А (3; —7), B (5; 2), С (—1; 0). 


м 


Supongamos que 1 ada de la circunferencia tiene la forma 
«а (y — bP Para hallar а, b y r escribimos tros igualdades, 
sustituyendo las coordenadas de los puntos A, В y С en la ecuación buscada еп 
lugar de las coordonadas corrientes, as 


Bal 


istema de ocuaciones: 
f да 18 
, o bien ва 14 


De aqui a = 3, 
(1 — e t bt 
escribe de la forma 


El valor de 7? se) encuentra de la ecuación 
o sea, r? = 22,1. Por lo tanto, la ecuación buscada se 


430. Useribir la ecuación de la circunferencia que pasa por los 
A (5; 0) y B (1; 4) si su centro pertenece a la recta x + y — 
0. 


coordenadas de M, punto medio de la cuerda АВ; 
tonomos у, = (5 -H 1) К ум = (4 + 0)/2 = 2, o sea, M (3; 2). El contro 
do la circunferencia está en la mitad de la perpendicular al segmonto [АВ]. 
La ecuación de la recta (4B) tiene la forma 


(y — O/(4 — 0) = (z 5) — 5), osea, 2+y—5=0, 


Como el cooficionto angular de esta resta es —1, el coeficiente angular de 
la perpendicular bajada а olla es igual a 1 y la ecuación de esta perpendicular 


и 2 == 1.02 3), өз decir, гу – 1 = 0. 


Es evidente que el contro de la'circunferencia С es ol punto de intersección 
de la recta (А В) con la perpendicular indicada, o sea, las coordenadas dol contro 
so determinan resolviendo el sistema de ecuaciones = | y — 5 = 0, z — y — 
—1=0. Por lo tanto, z= 2,у = 1, osea, C(2% 1). El radio de la 
circunferencia es igual a la longitud ' del segmento [CA], es decir, r = 
z ҮЗ — 2#+ (1 — 0) = Y 10. De modo que la ecuación buscada tiene la 
forma 


(z — 2) + (y — 1)? == 10. 
131. Escribir la ecuación de la cuerda de la circunferencia a? + 
+ y? = 49, que so divide por la mitad en el punto А (1; 2). 


Resolución, Planteamos la ecuación del diámetro de la circunferencia, el 
cual pasa рог el punto А (1; 2). Esta ecuación tiene la forma y = 2z. La cuerda 
buscada es perpendicular al diámetro y pasa рог el punto A, o sea, н есџасібп es 


(2—0), о bien, х 29—50, 


у—2= — 


132. Hallar la ecuación de una circunferencia simétrica а la 
circunferencia z? + y? = 22 + 4y — 4 con respecto a la recta = — 
—y—3 =0. 


Resolución. Reducimos la ecuación de la circunferencia dada a la forma canó- 
nica (z — 1)? + (y — 3)? = 1; el centro de la circunferencia está en el punto 
С (1; 2) y su radio es igual a 1. Hallamos las coordenadas del centro С, (т; yy) 
de la circunferencia simétrica, para lo cual trazamos por el punto С (1: 2) 
una recta perpendicular а la recta z — y — 3 = 0. Su ecuación es y — 2 = 
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=Á (z — 1), donde k = —11 — —A, de donde 


y—2=—z+1, o bien, -0. 
Resolviendo conjuntamente las ecuaciones z — у — 3 = 0 y z +4 у — 3 = 
= 0, obtendremos z = 3, y = 0, o sea, la proyección del punto C (1; 2) sobre 
la recta dada es el punto P (3; 0). Las coordenadas del punto simétrico se obtie- 
nen por las fórmulas de las coordenadas del punto medio del segmento: 3 
= (1 + 7,)/2, 0 = (2 + n)/2; de este modo, x, = 5, yı = —2. Por consi- 
guiente, el punto Сү (5; —2) es el centro de la circunferencia simétrica y la 
ecuación de esta circunferencia tiene la forma 


@— 5+ 0+2=1. 


y 


133. Hallar el conjunto de los puntos medios de la cuerdas de la 
circunferencia z? + у? = 4 (y + 1), que pasan por el origen de las 
coordenadas. 


Resolución. La ecuación del conjunto de las cuerdas. tiene la forma y = kz. 
Expresamos con k las coordenadas del punto de intersección de las cuerdas con 
la circunferencia, para lo cual resolvemos el sistema de ecuaciones kz 


y a Ht бу — 4 == 0. Obtenemos la ecuación cuadrática 22 (9 + 1) = 
— = — 4 = 0. Aquí z,- z, = 4k/(1 + АЗ). Pero la semisuma de estas 
abscisas da la abscisa del punto medio de la cuerda, o sea, z = 2k/(1 + АЗ) 


y la ordenada del punto medio de la cuerda y = 2&°/(1 -- 4). Las dos últimas 
igualdades son las ecuaciones paramétricas del conjunto buscado de los puntos. 

Eliminando k de estas igualdades (para lo cual es suficiente hacer К = ут 
еп la relación z == 24/(1 -+ k*)) obtenemos z? + y? — 2y = 0. De esta manera, 
el conjunto buscado es también una circunferenci. 


134. Doterminar las coordenadas de los centros y de los radios 
de las circunferencias: 1) z? + y? — 8z + бу = 0; 2) 22 + y? + 
+ 107 — 4y + 29 =0; 3) 22 + y? — 4r + 14y + 54 = 0. 

135. Hallar el ángulo comprendido entre los radios de la сїгсип= 
ferencia z? + y? + Ат — бу = 0, trazados en el punto de su inter- 
sección con el eje Oy. 

136. Escribir la ecuación de la circunferencia que pasa por los 
puntos A (1; 2), В(0; —1) y С (—3; 0). 

137. Escribir la ecuación de la circunferencia que pasa por los 
puntos A (7; 7) y В (—2; 4) si su centro está sobre la recta 2r — y — 
-2=0, 


138. Escribir la ecuación de la cuerda común de las circunferen- 
cias z? + y? = 16 y (z — 5)? + y = 

139. Escribir las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 
(z — 3)? + (y + 2)? — 25, trazadas en los puntos de intersección 
de la circunferencia con la recta z — y + 2 = 0. 

140. Se da la circunferencia z? -+ y? =4. Desde el punto 
A (—2; 0) se traza la cuerda AB, a una distancia | BM | = | AB |. 
Hallar el conjunto de los puntos M. 


Elipse. Se Пата elipse al conjunto de los puntos, cuyas distancias sui 
dos puntos dados, denominados focos, es una magnitud constante (desig- 

r 2а); además, esta constante es mayor que la distancia entre los focos. 
Si los ejes de coordenadas están situados con respecto a la elipse de modo 
indicado en la fig. 10 y los focos de la elipse se encuentran sobre el eje Oz, en 
los puntos F, (e; 0) y Fa (—<; 0) equidistantes del origen de las coordenadas, 


30977 з 


entonces se obtiene la ecuación elemental (canónica) de la elipse: 


(1) 


Aquí a es el semieje mayor de la elipse y b, el semieje menor; con ello a, b y c 
(ces la mitad de la distancia entre los focos) están ligados por la relación 
а? = boet 
\ La forma una elipse (medida 

м 


de su contracción) se caracteriza por 
su excentricidad е = cla (puesto que 
<< a, entonces е < 1). 


L Las distancias de cierto punto de 
la elipse M a sus focos se llaman ra- 
A dios vectores focales de este punto. Ellos 
suelen designarse por 7, y гу (en virtud 
йе la definición de la elipse рага todo 
punto suyo т + ту = 2а). 
En el caso "particular cuando 


a=b(c=0, e= 0, los dos focos 
coinciden en un mismo punto, en el 
centro), la elipse se convierte en cir- 

Fig. 10 exnlerencia (con la ecuación 22 4 
+ y e). 


La situación recíproca del punto Af (х1; y) y de la eli їзө 


determina por las siguientes condiciones: si Žr Зу = 1, el punto М perte- 


ірве; si Eg YE 
песе а la elipse; si 11-72 > 1, el punto M so encuentra fuera de la elipse; 


А 
HÈ ct, el punto M se balla dentro de la elipse. 


Los radios vectores focales se expresan por la abscisa del punto de la elipse 
por las fórmulas r, == a — ez (radio vector focal derecho) y r, = a + ez (radio 
vector focal izquierdo). 


141. Escribir la ecuación canónica de la elipse que pasa рог 
los puntos M (5/2; V 8/4) y N(—2 V 15/5). 


Resolución, Sen 2%/a* + 
coordenadas de los puntos 
guiente, 


25 
Да? 


Do aquí hallamos а? = 10, b? = 1. Así que la ecuación de la elipse tiene la 
forma 


142. Sobre la elipse 22/25 + у%/9 = 1 hallar el punto cuya dife- 
rencia de los radios vectores focales es igual a 6,4. 

143. Hallar la longitud de la perpendicular levantada desdo el 
foco de la elipse 2*/a? + y*/b* = 1 al eje mayor hasta intersecarse 
соп la elipse. 

144. Escribir la ecuación de la recta que pasa por el foco izquierdo 
y el vértice inferior de la elipse 22/25 + y*/16 = 1. 


ЕЯ 


145. Una elipse relacionada con los ejes pasa por el punto 
М (1; 1) y tiene una excentricidad e = 3/5. Escribir su ecuación, 

146. ¿Cómo se sitúan con respecto a la elipse 22/50 + y?/32 =4 
los puntos М (7; 1), № (—5; —4), Р (4; 5)? 

147. Hallar la ехсепі lad de una elipse si el segmento focal 
se ve desde el vértice superior bajo un ángulo «. 

148. Hallar sobre la recta т + 5 = 0 un punto que sea equidis- 
tante del foco izquierdo y del vértice superior de la elipse 2%/20 + 
+ 02/4 = 1. 

149. Valiéndose de la definición de elipse, escribir su ecuación 
si so sabe que los puntos F, (0; 0) у Р; (1; 1) son los focos de la 
elipse y la longitud del eje mayor es igual a 2. 

150. Escribir la ecuación del conjunto de los puntos cuyas distan- 
cias al punto A (0; 1) son dos veces menor que la distancia a la 
recta y — 4 = 0. 

151. Los extremos de un segmento AB de longitud constante а 
se deslizan por los lados de un ángulo recto. Hallar la ecuación de 
una curva que sea descrita por el punto M que divide este segmento 
en la razón 1 


3. Hipérbola. Se llama hipérbola al conjunto de los puntos en los que el 
valor absoluto de sus distancias a dos puntos dados, denominados focos, es una 
constante (designada por 2a); además, 
esta constante es menor que la distan- 
cia entre los focos. Si los focos se si- 
tan en los puntos Р (с; 0) y Fa (—е;0), 
se obtiene la ecuación canónica de la 
hipérbola 


0] 


dondo Ба == е2 — ай. La hipérbola 
dos ramas y está situada si- 

jente con respecto a los ejes 

de las coordenadas. Los рш i 

Аз 0) y Аз (a; во llaman vér- Fig. 11 

tices de la Mipérbola. El segmento 

| A142] = 2a recibe el nombre de eje real de la hipérbola y el segmento 

1B1B;| = 2b se denomina eje Imaginario (fig. 14 

Una recta se llama asintota а la hipérbola si la distancia de un punto 
M (z; y) de la hipérbola a esta recta tiende а cero para z — Боо б z — — o0. 
La hipérbola tiene dos asíntotas cuyas ecuaciones son y = (М). 

Para trazar las asíntotas de una hipérbola se construye el rectángulo axial 
de la misma con los lados z ‚ y = —b. Las rectas que 
[дап por los vértices opues totas de la hipór- 

оја. En la fig. 11 se muestra la situación recíproca de la hipérbola y sus asin- 
totas. La relación e — c/a > 1 se denomina excentricidad de la hipérbola. 

Los radios vectores focales de la rama derecha de la hipérbola: r, = ezr — а 
(radio vector focal derecho). 7e = ez + а (radio vector local izquierd 


Los radios vectores focales de la rama izquierda de la hipérbola: r, 
= —er + а (radio vector focal derecho), ту = —ех — a (radio vector focal 
izquierdo). 

Si a = b, la ecuación de la hipérbola toma la forma 


r—yp=a 
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Esa hipérbola se llama equilátera. Sus asintotas forman un ángulo recto. 


51 como ejes de las coordenadas se toman las asíntotas de una hipérbola equi- 
látera, su couación toma el to ту = m (m= 3/2, cuando т 01а 
hipérbola está situada en los cuadrantes І y III y cuando т < 0, en los спайгап- 


tes II y IV). Como la ecuación ту = т se escribir de la forma y = m/z, 
la hipérbola equilátera es el gráfico de dependencia inversamente proporcional 
entre las magnitudes z e y. 

La ecuación 


(2) 


es también la ecuación de una hipérbol 
segmento del eje Oy de longitud igual a 
a 


Dos hipérbolas 47—47 = 1 y E 


las mismas asíntotas, pero el eje real de una de ellas sirve de eje imaginario 
de la otra y viceversa. Tales hipérbolas se denominan conjugadas. 

152. Sobre la rama derecha de la hipérbola 22/16 — y?/9 = 1 
hallar el punto cuya distancia al foco derecho es dos veces menor 
que su distancia al foco izquierdo. 

Resolución. Para la rama derecha de la hipérbola los radios vectores focales 
se determinan por las fórmulas лу = ez — a фе Por consiguiente, 
tenemos la ecuación ех -+ a = 2 (ez — a) de donde х= За/е; aquí а= 
e= cla = уа bfa = Y 16 F ОЙ 5/4, о sea, х = 9,8. 

Hallamos la ordenada valiéndonos de la ecuación de la hipérbola: 


tv (E) на Фут 
Ahora bien, al enunciado del problema lo satisfacen dos puntos: М, (9,6; 
0,6 V 119) y Ma (9,6; —0,6 Y 119). 
153. Se dan los puntos A (—1; 0) y B (2; 0). El punto M se 
mueve de modo que en el triángulo AMB el ángulo 4 permanece 


dos veces mayor que el ángulo A. Hallar la ecuación de la curva que 
describe el punto M. 


Resolución. Tomando el punto М con las coordenadas = e y, expresamos а 
las tg Ê y tg А por las coordenadas йе los puntos A, В у М: 


y y жый 
>=. Ж-а”. ЧАГ: 


—A tienen los mismos semiejes y 


tgĝ=— 


Según el enunciado, obtenemos la ecuación tg È = tg 24, o sea, tg Ê = 
= 2 tg A/A — tg? Â). Sustituyendo en esta igualdad las expresiones halladas 
para tg Ê y tg Â, llegamos a la ecuación 

y 2+) _, 
2—: — 0014-2): ' 
después de dividir por y (y ж 0) y simplificar, obtenemos а! — 013 = 1. La 
оја. 


curva buscada es una hi; 


154. La excentricidad de una hipérbola es igual а }/ 2. Escribir 
la ecuación elemental de la hipérbola que pasa por el punto 


м (уЗ; VÐ. 
м 


Resolución. геад la definición de la excentricidad tenemos с/‹ ya 
oibien с? = 2a?. Pero а + 02, s tanto, a? + b? = 2a?, o bien, a? = 
о S ace, la Мр ez еШ 

La otra igualdad 1а obtenemos a partir de los datos que indican la posición 
del punto М еп la hipérbola, o sea, (/ 3)/a* — (И 230% = 1, o bien 3/0? — 

hre = 1. Puesto que а? = b, obtenemos 3/a? — 2/a? = 1, o sea, а? = 1, 
кы ‚ыа que la ecuación de la hipérbola buscada tiene la forma z? — 


== 

155, Escribir la ecuación de una hipérbola que pasa por el punto 
M (9; 8) si las asíntotas de la hipérbola tienen las ecuaciones y = 
= 4 (2 V 2/3) =. 

156. Hallar la ecuación de una hipérbola, cuyos vértices y focos 
se encuentran en los respectivos focos y vértices de la elipse 2*/8 + 
+ 02/5 = 

157. Por el punto M (0; —1) y el vértice derecho de la hipérbola 
3x* — 4y? = 12 pasa una recta. Hallar el segundo punto de inter- 
sección de la recta соп la hipérbola 

158. Se da la hipérbola 22 — y? 
que pasa por el punto M (4; 6); 

159. Se da la elipse 922 + 
hipérbola equilátera cofocal. 

160. El ángulo comprendido entre las asíntotas de una hipérbola 
es igual a 60”. Calcular la excentricidad de la hipérbola. 

161. Sobre la rama izquierda de la hipérbola 2/64 — y*/36 
hallar un punto cuyo radio vector focal derecho sea igual a 18, 

162. Escribir la ecuación de la hipérbola cuya excentricidad ов 
igual a 2 y los focos coinciden con los focos de la elipse 22/25 + 
+ 0/9 = 4. 

163. Hallar los radios vectores focales de la hipérbola 2%/16 — 
— 02/9 = 1, en los puntos de intersección de esta última con la 
circunferencia 2? + y? = 9. 

164. Demostrar que la longitud de la perpendicular bajada del 
foco a una de las asíntotas de una hipérbola es igual al semieje ima- 
ginario. 

165. Demostrar que el producto de las distancias de todo punto 
de la hipérbola z? — 1 а sus asíntotas es una constante. 

166. Hallar la ecuación del conjunto de los puntos equidistantes 


а la circunferencia а? + 4z + y? = 0 y al punto M (2; 0). 


4. Parábola. Se llama parábola al conjunto de los puntos que equidístan 
de un punto dado, llamado /осо, y de una recta dada que ha recibido el nombre 


8. Hallar la elipse cofocal 


= 4, Escribir la ecuación de la 


de directriz. Si la directriz de una parábola es la recta х = —p/2 y su foco ея 
el punto F (p/2; 0), entonces la ecuación de la parábola tiene la forma 
* = 2pz. (Mm 


Esta parábola está situada simétricamente con respecto al eje de las abscisas 
(fig. 12, donde р > 0) 

La expresión 
4% = 2ру (2). 
es la ecuación de una parábola simétrica con respecto al eje de las ordenadas. 
Si p< 0, las parábolas (1) y (2) están vueltas hacia el sentido positivo del 
respectivo eje y si p < 0, hacia el negativo. 
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La longitud del radio vector focal de la parábola y? = 2pz se determina 
por las fórmulas r==-+p/2 (р > 0). 

167. Escribir la ecuación de una parábola simétrica al eje Ox, 
con el vértice en el origen de coordenadas, si la longitud de cierta 
cuerda de esta parábola, perpendicular al eje Oz, es igual a 16 y la 
distancia de esta cuerda al vértice es 6. 


Resolución. Como son dadas la longitud de la cuerda y su distancia al vér- 

tice, entonces se conocen las coordenadas del extremo de esta cuerda, o sea, del 

punto M que pertenece a la parábola. La ecuación 

de la parábola tiene la forma y* = 2px; suponiendo 

que en esta ecuación у = 6, y = 8, hallamos 8° = 

= 2p:6, de donde 2p = 32/3. De suerte que la 
ecuación de la parábola buscada es y? = 32273. 


168. Escribir la ecuación de una pará- 
bola, con el vértice en el origen de las co- 
ordenadas, que sea simétrica con respecto al 
eje Oy y corte sobre la hisectriz de los án- 
gulos de las coordenadas 1 y 111 una cuerda 
de 8/2 de longitud. 


Resolución, La ecuación buscada de la 
bola es z* = 2py, la ecuación de la bisectriz ез 
y = т. De este modo, obtenemos los puntos de in- 
tersección de la parábola con la bisectriz: O (0; 0) у М (2р; 2p). La longitud 
de la cuerda se determina como distancia entre dos puntos: 8 /2=Y/ 4P? F 
ЗЕ її, de donde 2р = 8. Por consiguiente, la ecuación buscada tiene la forma 
a = Sy. 


Fig. 12 


169. Escribir la ecuación elemental de una parábola si se conoce 
que su foco se encuentra en el punto de intersección de la recta 4x — 
— 3y — 4 = 0 con ol oje Oz. 

170. Hallar en la parábola y 
directriz sea igual a 4. 

171. Escribir la ecuación de una parábola, con el vértice en el 
origen de coordenadas, que sea simétrica con respecto al eje Oz 
y corte sobre la recta y = z una cuerda de longitud igual a 4 Y 2. 

172. La parábola у? = 2z corta sobre una recta que pasa por el 
origen de coordenadas una cuerda cuya longitud es igual a 3/4. 
Escribir la ecuación de esta recta. 

173. Escribir la ecuación elemental de una parábola si la longitud 
de la cuerda que es perpendicular al eje de simetría y divide por la 
mitad la distancia comprendida entre el foco y el vértice, es igual a 1. 

174. Hallar sobre la parábola y? = 322 un punto cuya distancia 
a la recta 4z + 3y + 10 = 0 sea igual a 2. 

175. Escribir la ecuación de una parábola, con el vértice en el 
origen de coordenadas, que sea simétrica con respecto al eje Oz y pase 
por el punto М (4; 2); determinar el ángulo æ comprendido entre el 
radio vector focal de este punto y el eje Oz. 


= 8z un punto cuya distancia a la 


$ 4. Transformación de coordenadas 
y simplificación de ecuaciones 
de las curvas de segundo orden 
1. Transformación de coordenadas. Al pasar de un sistema de coordenadas 
хОу a un sistema nuevo z'O,y” (el sentido de los ejes de coordenadas es el ante- 
pior y como nuevo punto de origen de las coordenadas se toma O, (а; b); fig. 18) 
la relación existente entre las viejas y nuevas coordenadas de cierto punto 
del plano se determina por las fórmulas siguientes: 
2=2 +a y=y +b Mm 
PEA (2) 
Con ayuda de las fórmulas (1) las viejas coorde 


ción de las nue de las fórmulas (2), 
expresan medi; 


PH 


das зе expresan en fun- 
nuevas coordenadas 


Fig. 43 Fig. 14 


dependencia entro las viejas coordena 


z, y y las nuevas z’, y”, so determina 
por Jas fórmulas siguiente 


к= 2 соза — у sena, у= z' зва -+ y' cos ai (0) 
2 =zcosa+ysna, y'= —z son a + у соза. 4) 


176. Se ha efectuado un traslado paralelo de los ejes de las coor- 
denadas, con ello el nuevo origen de las coordenadas se encuentra 
en el punto O, (3; —4). Se conocen las viejas coordenadas del punto 
М (1; 8). Determinar las nuevas coordenadas de este mismo punto. 


Resolución. Aquí 


3, b=—4, х= 7, у = 8. Por las fórmulas (2) 
hallamos z = 7 — 3 


8 — (—4) 12, 

177. Sobre un plano z0y se da el punto М (4; 3). El sistema de 
coordenadas se gira alrededor del origen de las coordenadas de modo 
que el nuevo eje разе por el punto M. Determinar las viejas coorde- 
nadas del punto А, si se conocen sus nuevas coordenadas z' = 5, 
y =5. 

Resolución. Como | ОМ | = Y 4#-_ F = 5, entonces sen a = 3/5, cos a 
= 4/5; en este caso las fórmulas (3) de transformación de las coordenadas para 


39 


el problema en cuestión tomarán la forma 
(4/5) z" — (3/5) y's у= (3/5) z’ + (4/5) у. 
Suponiendo 27 = у' = 5, hallamos х= 4, у= 7. 
178. El sistema de coordenadas se ha girado en un ángulo о = 
= 1/6, Determinar las nuevas coordenadas del punto М (V3; 3). 
Resolución. Usando las fórmulas (4), obtenemos 
z'= Y 3 соз (1/6) +3 sen (1/6) =3/24+3/2=3, 
y" = — 3 зеп (1/6) 4-3 eos (1/0) = — V 3/24+3 V 3/2= Y 3. 


179. Se da el punto M (9/2; 11/2). Como nuevos ejes de las coor- 
denadas se toman las rectas 2z — 1 =0 (eje O,y'), 2y —5 = 0 
(eje 0,2”). Hallar las coordenadas del punto M en el nuevo sistema 
de coordenadas. ан 

180. Se da el punto M (4 V5; 2/5). Como nuevo eje de las 
abscisas se toma la recta y = 2т y como nuevo eje de las ordenadas, 
la recta у = —0,5x, además los nuevos ejes de las coordenadas for- 
man ángulos agudos con los ejes viejos correspondientes. Hallar las 
coordenadas del punto M en el nuevo sistema. 

2. Parábola y = Az? + Вх + С е bipérbola y = (kz + 1)/(pz + q). La 
ecuación que tiene la forma 

p= + Bz +C, 


debido a la transformación de las coordenadas con el traslado 
ejes, o sea, por las fórmulas = = х' + a, y = у + b (a y воп 
del nuevo origen, z’ e y! son las nuevas coordenadas), se reduce 
піса de la ecuación de la parábola. 

La parábola definida (рог la ecuación y = Аза + Bz + С өрө ol ojo de 
simetría paralelo al eje Oy (análogamente, la ecuación = = Ау? + By + С 
define una parábola con el eje de simetría paralelo al eje От). 

La función lineal fraccional 

y = (kz + Dí(pz + 9) 


determina una bipérbola equilátera si kg — РІ чё 0, p че 0; transformando las 
coordenadas con la traslación paralela de los ejes de coordenadas, esta ecuación 
se reduce a la forma cánonica de una hipérbola equilátera zy = т, o sea, a la 
ecuación de una hipérbola equilátera en la cual los ejes de coordenadas son'asín- 
totas. Cuando т > 0 las ramas de la hipérbola están en los cuadrantes I y ITI 
y cuando т < 0; en los cuadrantes II y IV. 


181. Reducir a la forma canónica la ecuación de la parábola 
у = 922 — 6x2 + 2. 

Resolución. Sustituimos z por z' + a e y рогу + b: 

+5 = S(r + а)? — 6 (2 а) + 2, о bien, y'= 9r? 
+ 6z' (8а — 1) + (9at — ба + 2 — b). 

Hallamos tales valores de а y b соп los que el coeficiente de z’ у el término 
independiente se anulen: За — 1 = 0; 9а? — ба -+ 2 — b = 0, o sea, а = 1/3, 
b = 1. Por consiguiente, la ecuación canónica de la parábola tiene la forma 
27% = (1/9) y'. El vértice de la parábola está en el punto O, (1/3; 1) y p = 1/18. 


Otro procedimiento de resolución de tales problemas consiste en que la 
ecuación dada que tiene la forma y = Azt + Bz Y C (о Меп т = Ay? + BY F 
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+C) se reduce a la forma (2 — a} = 2р (у — b) [(y — b)? = 2р (= — а), 
respectivamente]. Entouces el punto O, (a; b) sirve de vértice de la parábola y el 
signo del parámetro p determinará en qué sentido, positivo o negativo, del eje 
respectivo (Oy б Oz) quede orientada la parábola. 
Así, la ecuación y=92"—6z + 2 se transforma del modo siguiente: 
1y2 2 
a (t 


фо). 


De aquí volvemos а obtener que el vértice de la parábola está en el punto 
0, (178; 1), que el parámetro ра 1/18, y que la rama de la parábola queda 
orientada en el sentido positivo del eje О; 


182. Reducir la ecuación de la hipérbola y = (42 + 5)/(2x — 1) 
a la forma z'y' = k. Hallar las ecuaciones de las asíntotas de la 
hipérbola con respecto al sistema inicial de coordenadas. 


Resolución. Mediante una traslación paralela de los ejes de coordenadas 
transformamos la ecuación dada en otra que tiene la forma 


и + b) (27 + 2а — 1) = 4x" + 4a +5, 


227 + (2b — 4) 7 + (2a — 1) y = 4a + b — 2ab + 5. 
Hallemos a y b de las condiciones 2b — 4 
= 0,5, b = 2. Entonces la ecuación de la hii 
coordenadas tendrá el aspecto z'y' = 3,5. De asíntotas de la hipérbola sirven 
los nuevos ejes de las coordenadas y por eso sus ecuaciones son: z’ = 0,5, у = 2, 
Otro procedimiento de resolución de tales problemas consiste 'е 
ecuación у = (kz -+ 0/(р= + q) se reduce a la forma (z — a) (y — b 
el centro de la hipérbola está en el punto О, (a; 5 intotas de la misma 
sirven las rectas z = a e y = b, el signo т determina, como antes, en que ángu- 
los entre las asíntotas se encuentran las ramas de la hipérbola, 
Así, la ecuación y = (áz + 5)/(2x — 1) se transforma del тойо siguiente: 


) yá (=— )=% (z —1) y— (ár +5) = 0; 


2 (z — 0,5) w — D = 7. 
érbola se ha reducido a la forma (z — 
pérbola se encuentra en el punto 
шадаз en los cuadrantes I y ITE entre 


o bien, 


De suerte que la ecuación de la hi 
— 0,5) (y — 2) = 3,5; el centro de la 
01 (0,5; 2), las ramas de la n á 
sus asintotas х — 0,5 = 0, 

183. Reducir а la forma canónica Jas ecuaciones de las parábolas: 
1) y = åz — 222; 2) у = —a? + 2z | 2; 3) z = —4y? + y; 4) z = 
=y + 4y +5. 
184. Reducir a la forma z'y' = m las ecuaciones de las hipérbo- 
las: 4) у = 2ж!(4х— 1) 2) y = (2r +3M32— 2); 3) у= 
(102 + 2)/(5х + 4); 4) y = (4z + З)/(2х + 1). 

3. Ecuación de cinco términos de una curva de segundo orden. La 
ecuación de segundo grado que tiene la forma 

Ax? + Cy? + 2Dz + 2Ey + F = 0 

(по contiene el término zy con el producto de las coordenadas) se llama ecuación 
de cinco términos de una curva de segundo orden. Esta ecuación determina sobre 
un plano zOy una elipse, hipérbola o parábola (con casos posibles de descompo- 
sición y degeneració: que tienen los ejes de simetría paralelos 
а los ejes de coordenad. según el signo del producto de los coeficientes A y С. 

1. Sea АС > 0; s la curva definida por esta ecuación es una elips 
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(real, imaginaria o degenerada en punto); cuando А = С la elipse se convierte 
en circunferencia. 

2. Sea AC < 0; entonces la curva respectiva es una hipérbola que puedo 
degonerarse en dos rectas intersecadas si el primer miembro de la ecuación se 
compone en producto de dos factores lineales; 

даз + Су + 202 + 2Ey + F = (az + biy + ei) (аул + bay + су). 

3. Sea AC = 0 (es decir, bien sea A = 0, С + 0, bien sea С = 0, А + 01: 
entonces la ecuación determina una parábola' que puede degenerar en dos rec- 
tas paralelas (reales diferentes, reales coincididas o imaginarias) si el prim 
miembro de la ecuación no contiene z о y (es decir si la ecuación tiene la forma 
Ar + 2Dz + F = 0 о bien Cy? 2Ey + F 0). 

EL tipo de curva y su disposición en el plano se determinan fácilmente redu- 
ciendo la ecuación a la forma А (z — гу)? + C (y — во)? = / (en caso de AC > 0 
% AC < бу; por la forma de la ecuación obtenida se revelan también los casos 
de descomposición o degeneración de la elipse y la hipórbola. 

Si las curvas no están degeneradas, entonces, trasladando el origen de las 
coordenadas al punto O; (zo; ya), la ecuación obtenida de la elipse o la hipérbola 
Se puede reducir а la forma canónica. 

ЕІ сазо en que АС = 0 ha sido examinado detalladamente en el párrafo 

uesto que la ecuación de una parábola no degonerada se puedo 
juf en forma de y = az? + bz + с, о bien, z= ay? + by + с. 


ué línea define la ecuación 42° + 9y? — 8z — 36у + 


Resolución. Transformemos la ecuación dada del modo siguiente: 
At 20) +9 Ri (PA A+ 

+9 (01—40 + 4 4) — 

4 (к — 1)? + 9 (y — 2 = —4 + 4 + 30; 4 (z — 1)? + 9 (y — 2)? = 30, 


Efectuamos la traslación paralela de los ejes de las coordenadas tomando 
como nuevo origen de las mismas eljpunto O” (1; 2). Aplicamos las fórmulas de 
transformación de las coordenadas: т = z' + 1, y = у + 2. Con respecto a los 
nuevos ejes, la ecuación de la curva tomará la forma 


4z'2--9y'2=36, o bien. 


Así, pues, la curva definida es una elipse. 
д 4906 línea define la ecuación 22 — 9у% + 2z + 36у — 
Resolución. Transformamos la ecuación dada así: 
ба 4 224-1 — 0) — 9 (9 — 4 +44 = 4 
+i 96(у — 23 = 4441 — 36, (2 4 1) — 9 (у — 28 = 9. 


Efectuamos la traslación, paralela de los ejes de las coordenadas tomando 
сото nuevo origen el punto 0” (—1; 2). ción de las 
coordenadas tienen la forma = = z' — 
las coordenadas obtendremos la ecuación 


72—9y2=9, o bien, 


La curva es una bipérbola. De asíntotas de esta hipérbola con respecto a los 
nuevos ejes sirven las rectas у = (+1/3) г'. 


Determinar qué curvas se definen por las ecuaciones siguientes. 
Construir los dibujos. 
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187. 36° + 36y* — 36z — 24y — 23 
188. 1622 + 25y* — 322 + 50у — 359 
189. Ln —Ey—:+Fy-1=0. 
190. 2 + 4y? — 42 — 8y + 8 = 0. 
191. 22 + 4y? + 8y +5 
192. z? — yè — 6z + 10 
193. 21° — 4z + 2y — 3 
194. 22 — 6z + 8 = 0. 
195. 2 + 2r +5 = 0. 


4. Reducción de la ecuación general de una curva de segundo orden a la 
forma canónica. Si la curva de segundo orden está definida por la ecuación 


Аза + 2Bzy + Cy? + 2Dz + 2Ey + F = 0, 


entonces, aplicando la transformación de un giro de los ejes de coordenadas con 
Та utilización de las fórmulas z = а? cos æ — И sen а, y = z. sen a -+ у сова, 
conviene, seleccionada debidamente œ, suprimir en la ecuación el término que 
contiene el producto de las coordenadas. 

Las transformaciones ulteriores han sido exi 


0. 
0. 
0. 


nadas en el apartado рге 


rá y para y se obtendrán dos valores: y, = kz + bii ya = Куг + ba. Esto ез 
lo que muestra que la curva se descompone en dos rectas. 

La ecuación dada también puede ser resuelta con respecto a z. Si en la 
ecuación general de una curva de segundo orden А = С = 0 (naturalmente 
B 7 entonces la ecuación indicada, define un, par de rectas sl y sólo si, 
BID = 'ЗЕ/Р. En este caso el miembro izquierdo de 1а `есиасїбп se descompone 
en sus factores lineales. 


196. Mostrar que la ecuación 92° + 24zy + 16y? — 25 = 0 defi- 
ne un conjunto de dos rectas. 


Resolución. Escribimos la ecuación de la forma (Зх -|- 4y)? — 25 = 0. 

Descomponiendo en factores el primer miembro, obtenemos (Sz -+ áy + 5) X 

En] (na 4y — 5) = 0. De este modo, la ecuación dada define las rectas 37 + 
y 

+ 


+5=0 y 3x2 + 4y — 


197. Mostrar que la ecuación 322 + Злу — Зу? — 14x — 2y 
+ 8 = 0 define un conjunto de dos rectas. 


Resolución. Escribimos la ecuación de la forma 
зб — 2 (4r — 1) y — Br — 142 + 8) = 
Despejamos y en la ecuación: 
niit VANA 
3 


4y—1+ (525) 
Е Я 


y , 0 bien, у= 


Obtenemos las ecuaciones de las rectas З3л—2е 
Estas ecuaciones se pueden escribir de la forma 3z — y — 
—4=0. 


198. ¿Qué línea se define por la ecuación zy + 27 — 4y — 8 = 
= 0 
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Resolución, Escribimos la ecuación de la forma = (у + 2) — 4 (y + a = 
=0, о моо, а pa 3) (y +2) = 0. Deeste modo la ecuación determina dos 
rectas z — 4 y + 20 una de las cuales ев paralela al oje Os y la otra 
ае Op 


199. Reducir a la forma canónica la ecuación 
5л? + 42у + 8у% + 8x + 14у + 5 = 0. 


Resolución. 1. Transformamos esta ecuación valiéndonos de las fórmulas 
(3) de giro de los ejes de las coordenadas. Tenemos 


5 (2 cos a — y” sen а)? + 4 (т' cos a — у sen а) (2' sen а + у cos a) + 
+8 (2' sen a + y! cos а)? + 8 (т' cos a — у sen a) + 
+ 14 (2 sena + y cosa) + 5 = 0, о bien, 
(5 cost о + 4 sen æ cos а + 8 sent a) z’? + (5 sen? a — 4 sen a cos a + 
+ 8 сов? a) y'2 + [6 sen а cos a + 4 (cost a — sen? о)] г'у + 
+ (8 cos a + 14 sen a) т' + (14 cos a — 8 sen a) y' + 5 = 0- 


Hallamos a a partir de la condición 4 (сов? а. — sen? а) + 6 son а cos œ 
7,0: o seu igualamos а coro ol coeficiente de ғу. Obtenemos la ecuación 
2tgřa — 3а — 2 = 0. De aquí, tg a = 2, (до, 2. 


Fig. 15 


Observemos que estos valores de la tg a corresponden а dos sentidos per- 
pendiculares recíprocamente, Por eso, tomando tg œ = 2 en vez de te a 
sólo cambiamos de papel los ejes z''e y' (fig. 15). 

Sea que la ша = 2, entonces зеп «= +2// 5, cos a = +1/1/ 5; tomamos 
los valords positivos de sen a y cosa. Entonces la ecuación апей el aspecto 


1/2, 


4 by 2 29 


1 
е) N A и). 
a(z z7”)+ (> зу”) * 
2. Completemos los cuadrados de las expresiones entre paréntesis: 


Al E 


ЕЕЕ 


о bien, 


s(x + 
о bien, 


“Tomando como nuevo origen de las coordenadas el punto 0' (—2/Y 5; 1/(4 Y 5), 
Aplíquemos las fórmulas de transformación de las coordenadas  = z” — 2/y 5, 
y = y" + 1/(4 V 5); obtendremos 
Ре" аф, 9 Р, se no 
Эз'--4у'з=-р, о bien, hot 

«ecuación de la elipse). 

200. Reducir a la forma canónica la ecuación 

бху + 8y* — 127 — 26у + 11 = 0. 


Resolución. 1. Trasformemos esta ecuación valiéndonos de las fórmulas (3) 
«le giro de los ejes de coordenadas: 


€ (z' cos a — y' sen a) (2' sen а + у cos a) + 8 (т' sen a + y! соз a)? — 
— 12 (2' cos а — у sen а) — 26 (2' sen a + у cos a) + 11= 0, 


© bien 
46 sen е cos æ + 8 sent а) 2/2 -+ (8 cost а — 6 sen a cos a) y’? + 
+ [16 sen a cos æ + 6 (соз? а — sent a)] гу — 
— (12 cos a + 26 sen a) 2' — (26 соза — 12 sen a) у + 11 = 0, 
Igualando a cero el coeficiente de y”, tenemos 
16 son а cos a + 6 (costa — senta) = 0, о bien З та — 8 tga — 3 = 0. 
De aquí фо = 3, tga, = —1/3; tomemos а = 3, entonces sena = 


= +3/Y 10, cosa = 1/4 10; tomemos los valores positivos de sen а y cos а. 
Entonces la ecuación revestirá el aspecto 


93 y 29 V 102 + ү Ty! +14 =0, о bien 9(r'2— 
— V Wa) (41? Y Ty") 


2. Completemos los cuadrados de las expresiones entre paréntesis: 


a ds 


o bien 


“Tomando como nuevo origen el punto O’ ( у 10/2; Y 10/2), aplicamos las 
fórmulas de transformación de las coordenadas z’ = 2 
+V 10/2; obtenemos 


wa 

fecuación de la hipérbola). 
201. Reducir a la forma canónica la ecuación 
a? — 22у + y? — 10z — бу + 25 = 0. 

1. Transformemos la ecuación con ayuda de las fórmulas de 


9, o bien, = 


Resolución 
giro de los ejes: 


62 cos a — y' sen a)? — 2 (2' cos a — y' зеп a) (z' sen æ + y cos a) + 
+ (2 sen a + y’ cos a)? — 10 (27 cos a — у sen a) — 
— 6 (2 sna + y' соза) + 25 = 0, 
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o bien, 
(сов? а. — 2 sen æ cos а + sen? a) z’? + (sen? a + 2 sen a cos а + cost a) y 2 
+ 2 (sen? а — cost a) zy’ — (10 cos a + 6 sen a) 2 + 
+ (10 sen a — 6 cos a) у + 25 = 
Igualamos а cero el coeficiente del producto згу; tenemos 2 (sen? а — 
— сой a) = 0, de donde tg? a = 1, o sea, tg a = 1, tg a, = —1. Tomamos 
ща = 1, de donde а = л/4 y sena = 1/}/ 2, сова = 1/}/' Z. Entonces, la 
ecuación tomará el aspecto 
24-827 +2 "+25=0, о bien, 2(44+V2y")-8V 27 '+25=01 
2. Completamos el cuadrado de la expresión entre parénte: 


(+ у "eva (ӯр): 


Tomando como nuevo origen el punto O’ (3/V 3; — У 2/2), aplicamos las 
fórmulas de transformación de las coordenadas :' =="—3/V 2, у’ = и" 


+V 2/2; obtendremos 
=4Y 22" 


)'=в V2x'—24, o bien, (0 + 


(ecuación de la parábola). 
Mostrar que las ecuaciones siguientes definen Јаз curvas que se 
descomponen en un par de rectas y hallar las ecuaciones de estas 


rectas: 
202. 257% + 102у + y? 


204. 822 — 18xy + 9y? + 2z — 1 = 
Reducir a la forma canónica las ecuaciones de las curvas siguien- 


te 


es: 
205. 1422 + 24ry + 21y? — Ах + 18y — 139 = 0. 
206. day + 3° + 16z + 12y — 36 20 
207. 922 — 24ту + 16y? — 202 + 110у — 50 = 0. 


§ 5. Determinantes de segundo 
y tercero órdenes y de un sistema 
de ecuaciones lineales con dos 
y tres incógnitas 


1. Determinantes de segundo orden y de un sistema de ecuaciones lineales . 
Un determinante de segundo orden correspondiente a la tabla de elementos 


(а и) so define por la igualdad 
a ba 
Я El 
а ba 


Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas 
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si su determinante D 
por las fórmulas 


a, b, 
4 РІ tiene una solución única que se halla 
а da 


аһ аа 

р, |е bal. Dy la < 

D Таъ =D Т de m 
ЕЕ ER 


(fórmulas de Cramer). 

Si el determinante D = 0, entonces el sistema es incompatible (cuando 
Dy 0 y Dy * 0), o bien es indeterminado (cuando D, = D, = 0). En este 
último caso ё] sistema se reduce a una sola ecuación (por éjempld, a la primera), 
mientras que la да es consecuencia de la primera. 
La Жи, le incompatibilidad de un sistema se puede escribir de la 


form = by/by чё суса, y la condición de indeterminación de forma a/a, = 


=b ез. 
Uña ecuación lineal se llama homogénea ві el término independiente de la 
misma es igual а cero. 


Examinemos un sistema de dos ecuaciones lineales homogéneas con tres 
incógnitas. 
(ou Быу +ег= t, 
asz -- 5ш са 0. 
4. Si айа, = b/b = с/с, entonces el sistema ве reduce а una sola ecua- 
ción (por ejemplo, a зе expresa 


por otras dos cuyos vi 
2. Si la condición 


bal Да al abr 
bye lot lalo IZ 
donde £ puede tomar cualesquiera valores. Estas soluciones también se pueden 
escribir como una proporción: 

z y 


Br er [e aj eel 

bacal Таз еї lasba 
Sin embargo, escribiendo de este modo las soluciones, hay qi ег pre- 
sente qu uno de los denominadores se anula también conviene igualar a cero 


el numerador respectivo. 
208. Resolver el sistema de ecuaciones 
(a+ b)x—(a—b)y=4ab, 
(a—b)x+(a+0) у= 2 (02—02). 
Resolución. Hallamos el determinante D del sistema y los determinantes 
Dx y Dy que forman parte de los numeradores de las fórmulas (1): 
etb —(a—5) 
а—& атф 
hab —la—b) 
2 (a2—b%) a+b 


(a+b)? (a— b)? = 2 (a344), 


|= 4an 4att -2a 
b34- 243 = 2 (43-4 020 + ab? +b) = 


2(a? 40%) (a+b), 


аЗЬ— 2ab* — 203 —4a?b-+ 4a? = 


разь даь 
= |у 2(a*—b%) 


¡—a hd ab? 03) =2 (4740) (a—b). 


De aquí, z = D,/D = a + b, y = рур = a — b. 
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209. Resolver el sistema de ecuaciones lineales homogéneas 
31+4y=52=0, 
( x+2y—32=0. 
Resolución, Utilizando las fórmulas 
4 i 3 
2-3 


(2), hallamos 


=-—22, 


donde £ puede tomar cualesquiera valores. 
Resolver los sistemas de ecuaciones: 


2 y=1/5, 

из. | Ax +2y — 113. 

и, 3x 2у=— 1/6. 

$ 213. ( 5 
+. Эх + бу = 1/2 

-0, x сов @ — y sen q — cos 2®, 

215. | pa 

-0. ж sen a+ y соз a = sen 20. 


atr—2 (a? +b?) y 022 
27 + 2y—32=0. 


2. Determinantes de tercer orden y de un sistema de ecuaciones tineales, 
El determinante de tercer orden correspondiente a la tabla de elementos 


216. 


a. bh 
(- bs a) se define por la igualdad 


ay ba су 
а he 
эа ba cs a, b 
а be |а даф кы 
e 7 
ы Лы © з 


Se Шаша menor del elemento dado de un determinante de tercer orden al 
determinante de segundo orden que se obtiene si en el determinante inicial se 
borra la fila y la columna que contienen el elemento dado. Se denomina com- 
plemento algebraíco del elemento dado а su menor multiplicado por (1), 
donde k es la suma de los números de la fila y la columna que contienen el ele= 
mento dado. 

De este modo, el signo que en este caso se asigna al menor del elemento 
respectivo del determinante se obtiene de la tabla siguiente: 


En la igualdad citada anteriormente que expresa el determinante de tercer 
orden, en el segundo miembro se tiene la suma de los productos de los elementos 
de la primera fila del determinante por sus complementos algebraicos, 

ES justo el teorema general: el determinante de tercer orden es igual a la suma 
de los productos de los elementos de ст ler fila o columna de aquél por los com- 
plementos algebralcos de estos últimos. Este teorema permite calcular el valor 
del determinante desarrollándolo por los elementos de su fila o columna cuales- 
quiera. 
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Señalemos que también es justo el teorema siguiente: la suma de los pro- 
ductos de cualquier fila (columna) del determinante por los complementos algebraicos 
de los elementos de una otra fila (columna) es igual a cero. 


Propiedades del determinante 


1%, El determinante no varía si sus filas se sustituyen por las columnas y las 
columnas, por las filas respectivas. 

2а. El factor común de los elementos de cualquier fila (o columna) puede ser 
sacado del signo del determinante. 

30. Si los elementos de una fila (columna) del determinante son respectiva- 
mente iguales a los elementos de otra fila (columna), el determinante es igual a cero. 

4a. Al permutar dos filas (columnas) el determinante cambiá de signo, 

51. El determinante no varía si a los elementos de una fila (columna) se adicto- 
пап los elementos respectivos de otra fila (columna) multiplicados por un mismo 
mámero (teorema sobre la combinación lineal de las sertes paralelas del determi- 
nante). 

La solución de un sistema de tres ecuaciones lineales con tros incógnitas 


(e by head, 


аз У + Саг = day 
азр Hest =d 


se halla por las fórmulas de Cramer 


Dy D, 
= н и Mm 

donde 

a h е dy b c, 

D=|az ba Ca], 0,0, ba c 

аз ba os dy by са 

ade a, bi dy 

a, d, e|, 0, |а, dal. 

a, dy су аз Uy dy 


Con ello se supone que D + 0 (si D = 0, el sistema їй! 
nado о incompatible). 
Si el sistema es homogéneo, o sea, tiene el aspecto 


az 
ayr- byy + ez 

y su determinante es distinto de cero, entonces él tiene una solución úni 
z=0, y =0, 3 = 0. 

Si el determinante de un sistema homogéneo es igual a cero, entonces el 
sistema se reduce a dos ecuaciones independientes (la tercera es su consecuencia), 
o bien a una sola ecuación (las dos otras son su consecuencia). El primer caso 
tiene lugar cuando entre los menores del determinante de un sistema homogéneo 
hay por lo menos uno, distinto de cero, el segundo caso tiene lugar cuando todos 
los menores de este determinante son iguales a cero. 

En ambos casos, (véase el punto 1) el sistema homogéneo tiene un conjunto 
infínito de soluciones. 


al es indetormi- 


40971 49 


217. Calcular el determinante de tercer orden 


Resolución. Desarrollando el determinante por los elementos de la primera 
fila, obtendremos 


532 
Ж 24 =14 -1 ЕР ВЕСТ 
| 124 e [| Р|к50—3(—30-+-2(—11)=ев, 


218. Calcular el mismo determinante basándose en el teorema 
sobre la combinación lineal de los elementos de las filas (columnas). 


Resolución, A los elementos de la primera fila les adicionamos los elementos 
respectivos de la segunda fila multiplicados por 5 y a los elementos de la tercera 
fila les sumamos los elementos respectivos de la segunda fila multiplicados 


por 7 


Desarrollando el determinante por los elementos de la primera columna 
obtenemos 


01322 И 
E _ 1 24.143 22 13 “ РРР 

02d =] [кейт мо k 13.34—17:22 = 68, 
219. Resolver el sistema de ecuaciones 


a+2y+ 2=8, 
3x4+2y+ 2=10, 
4x4 3y—22=4. 


Resolución. Por las fórmulas (1) hallamos 


82 1 
10 2 1 10 102 
21432 k ан PE 
13 1 
32 4 pe a 
aa 
18 
310 
Lia 
12 E 
3240 310 
21434 ls ¿helos 42 
14 ст таа 
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220. Resolver el sistema de ecuaciones lineales homogéneas 


4+ y+ 2—0, 
| 2+3y+ 2—0, 
z+ y+22=0. 
КЕГЕ 
Resolución. Aquí D=|1 34|. Рага calcular este determinante 
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los elementos de la primera fila los de la tercera fila multipli- 
p у a los elementos de Ía segunda fila les sumamos los de la tercera 
fila, multiplicados por —1. 


0-37 
D= ВЕЕ 
d LS 


Сото D + 0, el sistema sólo tiene la solución nula z = y = z = 0. 
221. Resolver el sistema de ecuaciones 

32+2y— 2=0, 

| 2+2y+9%= 

z+ y+2 


Resolución, Tenemos 
32 
12 9 
11 2 


Por consiguiente, el sistema ti 


D= 


12 
[ 1541441 =0 


soluciones distintas de la nula. Resolve- 


mos el sistema de dos primeras ecuaciones (la tercera es consecuencia de ellas); 
Bad 2y—2=0, 
( 2+2y+9:=0. 
De aquí por las fórmulas (2) del punto 1 obtenemos 
2= 3 —1 
*=l2 1.9 
222. Calcular el determinante 
42 -1 
37 2l, 
23-17 


desarrollándolo por los elementos de la tercera fila. 
223. Calcular el determinante 


14 1 
23 4 
4916 


utilizando el teorema sobre la combinación lineal de las filas (colum- 


паз). 
224. Calcular el determinante 


2 3 4 
2а+3 44 
2.43 4+4 


Resolver los sistemas de ecuaciones: 


dE 


226. 


227. 


+ у—12=0. 


2-0, 
228. Al 1 0 252=0, 
2+4y+32=0. 
ar+ly+ez=a—b, 
| bay су +az=b—=c, 
cz+ay+bz=¢—a, si a+b4c40. 
ах by +(a+4b)2=0, 
ъс Е Е 
Е 


229. 


230. 


Capítulo Il. Elementos 
de álgebra vectorial 


$ 1. Coordenadas rectangulares en el espacio 


Si en el espacio ве da el 
punto M del espacio que tiene las 
(s-coordenada) so designa рог М (z; у; 2). 

La distancia comprendida entre dos puntos А (ду; 
ве determina por la fórmula 


dæ (а = n Fn F a. (0) 


jema cartesiano rectangular Ozyz, entonces um 
rde фу: 


п: л) y В( уз; м} 


En particular, la distancia del punto M (z; y; 2) al origen de coordenadas O 
se determina por la fórmula 


d= Y 3#, ор 


Si un segmento, de cuyos extremos sirven los puntos A (ey yi z) y 
В (z4; ууз 23), está dividido por el punto С (т; y; z) on la razón À (véase el capí- 
4") entonces las coordenadas del punto А se determinan por las fór- 


LN „Hti. A 
Т a с ж-ш a 
, las coordenadas del punto medio del segmento se determi- 
nan por las fórmulas 


ntr E 
z 


ti 


(4) 


231. Se dan los puntos M, (2; 4; —2) y №, (—2; 4; 2). НаПа 
sobre la recta M,M, el punto M que divide el segmento 4,M, en la 
razón А = 3. 

Resolución. Utilizamos las fórmulas de división de un segmento еп la 
razón dada 


заь 24 nihn _ 4434 
= = Eh 


Шык: >: урин 1+3 5. me 1+3 
atin _ —243:2 


ІФА — 143 
Por consiguiente, el punto buscado М: (4; 4; 1). 


232. Dado el triángulo: А (1; 1; 1), В ©; 1; —2), С (7; 9; 4). 
Hallar las coordenadas del punto D de intersección de la bisectriz 
del ángulo A con el lado CB. 

Resolución. Hallamos las longitudes de los lados del triángulo que forman 
el ángulo А: 


РАС |= Ус зА) 


Aa + 


Por lo tanto, | CD | :| В| = 10: 5 = 2, puesto que la biscotriz divide el 
Md EE ы odo кокс a los ador ауада, Беэ: modo, 


тс4 Ав 5: іЯ 
ТЕА 
РАНИТЕ нп 2 
ze TFA Т2 
зра 20248: E a <. 1 Cai 
рр ра = 
el punto buscado es D (17/3; 41/3; —4). 


233. Hallar sobre ol eje Oz un punto equidistante de los puntos 

А (2; 3 5) у B (23; 2; 7). 
Resolución, Sea М el punto buscado. El mismo debo cumplir la igualdad 
АМ = 1 MB 1. Cómo el punto buscado está sobre el eje Os, sus coorienadas 

; 0; 0) y por eso tenemos 


| АМ |= VERA, 


1MB1 =V EFF FAF. 
mi, una voz efectuada la elevación al cuadrado, obtonomos 
te 41 = (e + 3 + 53, obion, 107 = 47, es decir, z= —4,7. 
De Gia modi, el pasho buscado es ME СОЗ: O; O). 

234. Se dan los puntos A (3; 3; 3) у B (—1; 5; 7). Hallar las 
coordenadas de los puntos С y D que dividen el segmento AB en 
tres partes congruentes. 

. Se da un triángulo: A (1; 2; 3), B (7; 10; 3), C (4; 3; 1), 
Mostrar que el ángulo A es obtuso. 

236. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de un trián- 
gulo que tiene por vértices los puntos A (2; 3; 4), B (3; 1; 2) y 
C (4; —1; 3) 

237. ¿En qué razón el punto M que equidista de los puntos 
А (3; 1; 4) y B (4; 5; 3) dividirá el segmento del eje Oy compren- 
dido entre el origen de las coordenadas y el punto € (0; 6; 0) 

238. Hallar sobre el eje Oz el punto que equidiste de los puntos 
М, (2; 4; 1) y М,(—3; 2; 5). 

239. Hallar sobre el plano rOy el punto que equidiste de los 
puntos А (1; —1: 5), B (3; 4: 4) y С (4; 6; 1). 


= 


$12, Vectores y operaciones elementales 
sobre ellos 


Un vector libre a (o sea, tal vector que sin cambiar de longitud y sentido 
puede ser trasladado a un punto cualquiera del espacio) definido en el espacio 
le coordenadas Отут, se puede representar de la forma 


= ayi + apj + ак. 


Tal representación delvectora se llama descomposición por los ejes de coorde- 
nadas о descomposición por los versores. 

Aquí ay, ay, az son las proyecciones del vector a sobre los ejes respectivos 
de coordenadas (se denominan coordenadas del vector a), i, j, k son los versores 
de estos ejes (vectores unitarios el sentido de cada uno de los cuales coincide 
соп el sentido positivo del eje respectivo). 

Los vectores ayi, ay) y a,k cuya suma representa el vector a han recibido 
el nombre de componentes del vector a por los ejes de coordenadas. 

La longitud (módulo) del vector а se designa por a о | а | y se determina 
por la fórmula 


a iaa. 
La dirección del vector a se determina por los ángulos о, $, y y formados 


por el mismo con los ejes de coordenadas Ох, Oy y Oz. Los cosenos de estos ángu- 
los (llamados cosenos directores del vector) se determinan por las fórmulas: 


corp 2; созу 5, 


Los cosenos directores de un vector están ligados por la relación 
costa + cos? B -+ costy = 1. 


Si los vectores a y b están representados por sus descomposiciones өп vor- 
sores, su suma y diferencia se determinan por las fórmulas 


a+ b= (ax + bx) i+ (ay + by) ] + (az +b) k 
a—b = (ay — bx) i + (ay — by) j + (az — 6) k. 


Recordemos que la suma de dos vectores a y b cuyos origenes coincidon вө 
representan por ol vector de mismo origen que coincide con una diagonal del 
paralelogramo cuyos lados son los vectores a y b. La diferencia a — b de ostos 
Vectores se representa por el vector que coincide con la segunda diagonal del mis 
mo paralelogramo, con ello el origen de este vector está en el extromo del vector b 
y su extremo, en ol extremo del vector a (fig. 16). 

La suma de un número cualquiera de vectores se puede hallar por la regla 
del poligono (fig. 17). 

«El producto del vector a por un factor escalar m so determina por la fór- 
mula 


та = mai + тау} + mak. 


Recordemos que los vectores a y ma son paralelos (colinealos) y están orien- 
tados en el mismo sentido зі т > 0 y en sentidos opuestos si т < 0. 

En particular, si m = 1/a, el vector a/a tieno una longitud igual a la unidad 
y el sentido coincidente con el del vector a. Esto vector se denomina vector 
unitario del vector a y se designa рог 

De este modo, а/а, o bien, ва. 

El vector ОМ cuyo origen está еп el origen de coordenadas y su extremo 
se encuentra en el punto M (z; y; z) se llama radio vector del punto М y se 
designa por r (М) o simplemente рог г. Como sus coordenadas coinciden con las 
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dei punto М, su descomposición en versores tiene la forma 
i= zit jtk. 


El vector AB que tiene por origen el punto А (z1; у; 21) y por extremo el 
punto В (т; Ya; 24) se puede escribir de la forma AB = r, — гү, donde г, es 


Fig. 16 Fig. 17 


el radio vector del punto В y гу, el radio vector del punto A. Por eso la descompo= 
sición del vector AB en versores tiene la forma 
ЯВ = (х,— у) i+ (v—n) jA (22—21) К. 
Su longitud coincide соп la distancia entre los puntos А у В. 
VB |а Уа (а (а-ай. 


En virtud do las fórmulas citadas anteriormente el sentido del vector ЯЙ 
so determina por los cosenos directores: 


cosa 2221; cos pp 


=n соз y= 
d а Ы 
240. En el triángulo АВС el lado AZ está dividido por los pun- 
tos М y N en tres partes congruentes: | АМ | = | MN | = | NB |. 


Hallar el vector CM si СА = а, СВ = Ь. 


Resolución, Tenemos AB = b — а. Por consiguiente, AM = (b — a)/3. 
Como CM = СА + AM, entonces 


CM=a+ 


241. En el triángulo ABC la recta AM es la bisectriz del ángulo 
BAC, además, el punto M pertenece al lado BC. Hallar AM s 
АВ =b, АС = е. 


Resolución. Tenemos ВС — b. De la р 
lo interior del triángulo se deduce que | BM | 


11 BC | = b : (b + е). De aquí obtenemos BM 


iodad de la bisectriz del ёп 
PM C| = b : с, o sea, | B. BMI: 


b). Como AM = 
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=4AB+ BM, entonces 
TM +2 bebe 


Бре ANA 


242. Los radios vectores de los vértices del triángulo ABC son 
т, Ya y ту. Hallar el radio vector del punto de intersección de las 
medianas del triángulo. 


Resolución. Tenemos BC=r, BED=(r,—rp)/2 (Dles el punto medio 
del lado ВС); ЯВ=т,—т,; AD=BD+4-AB= (59 —r:)/24 Ta =(1 +r 
—211)/2; AM = (2/3) AD(M ез el punto de intersección de las median; 


por ево ЯМ = (г,--г,—2гу)/3, De suerte que 


т= ОИ =r, + АМ = (1, +52—25,)/3+ т), о bien, r= (r,+r2-4+19)/3. 
243. Hallar la longitud del vector а = 201 + 30} — 60k y sus 
cosenos directores. 
Resolución. Tenemos 


а= yV IF 09060 == 70; cosa=20/70=2/7; соз B= 30/70 =3/7; 


cos y= —60/70= —6/7. 
244. Hallar е! vector a = AB si A (1; 3; 2) у В (5; 8; —1). 
Resolución. Las proyecciones del vector AB sobre el eje de coordenadas son 
las diferencias de las coordenadas respectivas de los puntos B;y А: ay 
= 4, ay = 8 — 3 = 5, a, = —1 — 2 = —3. Por consiguiente, АВ = 
+ 5j — зк. 
245. Se da el triángulo ABC. Sobre el lado BC está el punto M 
Hallar AM si AB = b, AC 
—4а — b, CD 


i+ 


Demostrar que ABCD es un trapecio. 

247. Hallar las proyecciones del vector a sobre el eje de coorde- 
nadas si а = AB + CD, А (0; 0; 1), B (3; 2; 1). C (43 6: 5) у 
D (1; 6; 3). 

248. Hallar la longitud del vector а = mi + (т +1)j + 
+ т (т +4) К. 

249. Se dan los radios vectores de los vértices del triángulo ABC: 
ta = i + 2j + 3k, гр = 31 + 2j + k, re = i + 4) +k. Mostrar 
que el triángulo ABC es isósceles. 

250. Calcular el módulo del vector a 
х (4i + 8j + 3k) y hallar sı 

251. Se dan los puntos M, (1; 
longitud y el sentido del vector АТМ 

252. Se da el vector 4i — 2j + 3k. Hallar el vector b si 
b= a, by = ay y by = 

253. El radio vector del punto M forma con el eje Oy un ángulo 
de 60° y con el eje Oz un ángulo de 45°; su longitud z = 8. Hallar 
las coordenadas del punto M si su abscisa es negativa. 


i+ 2j +k — (1/5) x 
cosenos directores. 
З) y А, (3; —4; 6). Hallar la 


$ 3. Productos escalar y vectorial. 
Producto mixto 


1. Producto escalar. Se llama producto esca'ar de dos vectores a y ba un 
número que es igual al producto de Jas longitudes de estos vectores por el coseno 
del ángulo Ф entre ellos: 

аЬ = ab cos qe 


Propiedades de un producto escalar 


, o bien, а? = at, 
0, ó b= 0, ó a L b. 
conmutativa). 
с (ley distributiva). 
т (a-b) (ley asociativa con respecto а un factor 


escalar). 
Los productos escalares de los versores de los ejes de coordonadas: 


= рм, ij=ik=jk=0 


Supongamos que los vectores а y b están definidos por sus coordenad: 
a= ді nj + ак, b= zai + yaj + zik. Entonces el producto escalar de 
estos vectores se encuentra por la fórmula 


а = дл + уша + zta 


2. Producto vectorial. Se llama producto 

vectorial del vector a рог el vector b, a un ter- 

СЯ Sn е que se dotermina del modo siguiente 
ig. 18): 

4) el módulo del vector e es igual al área 
del paralelogramo construido sobro los vectores 
a y b (e = ab sen q, donde p es el ángulo entro 
los vectores a y b); 

Fig. 48 2) el vector e os perpendicular a los vecto- 
res a y b; 

3) los vectores a, b у[е, después de reducidos a un origen común, están 
orientados unos con respecto a otros, como versores i, j, k (оп el sistoma derecho 
de coorden: orman el llamado triplete derecho de los vectores). 

El producto vecto! so designa а X b. 


Propiedades del producto vectorial 
ла. b X a = —a X b, o sea, ol producto vectorial no posce la propiedad 


conmutativa. 
, ó b= 0 o bien a j] b. 


aX b= 0, si a= 0, 
. (ma) X b= a X (mb) = m (a X b) (propiedad conmutativa con res- 
pecto a un factor escalar). 
4a, a X (b+e)=a X b+ax е (propiodad distributiva). 
Los productos vectoriales de los versores de coordenadas i, } y k: 
ixi=jxj=kxk= 0, 
ixj=—jxi=k; jxk=—kxj=i kxi =iXk=j 
El producto vectorial de los vectores a = zi + pj + mk y b= xi 
+ ak ае mis бшм р la ЮА" Баа 


i j k 
axb=|z Y zj. 
Ta Ya a 
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13, Producto mixto. Se Пата producto mizto de los vectores a, b y e al 
producto escalar del vector a X b por el vector e, o sea, (a X b)-e. 
El producto mixto de tres vectores a, b, e es igual en módulo al volumen 
del paralelepípedo construido sobre estos vectores. 


Propiedades del producto mizto 


3%. El producto mixto по cambia si los vectores se transponen en el orden 
circular: 
abe = bea = cab. 


4a. Al transponer dos vectoros cualesquiera el producto mixto cambia sólo 
өп ol signo: 
abc; сђа = —аһе асс —abe. 


Sean los vectoros definidos por sus descomposicionos en versores; а = 
=mi+yi+ uk b= zi + ya + К; е = zi + уу) + zk. Entonces 


an Al 


с = 


а= 


Ta Ya 
Ta Ya 13 

De las propiedados dol producto mixto de tros vectoros so deduce lo siguionto: 

de condición necesaria y suficiente del carácter coplanar de tros vectores 
sirve la condición abe = 0; | 

el volumen V, del paralolopipedo construido sobro los vectores a, b y c 
y е1 volumon V, do la pirámide triangular зе encuentran por Jas fórmulas 


1 
V,=1abe j; эрүү! abel. 


254. Hallar el producto escalar de los vectores a — 31 + 4j + 7k 
y b = 2i — 5j + 2k. 

Resolución. Hallamos a-b = 3-2 + 4 (—5) + 7.2 = 0. Como a-b = 
alb 

255. Se dan los vectores а = mi + 3j + 4k y b = 4i + mj — 
— 76. ¿Para qué valor de m estos vectores son perpendiculares? 


Resolución, Hallamos el producto escalar de estos vectores: a-b = 4m + 
+ 3m'— 28; como, а | b, entonces a-b = 0. De aquí 7m — 28 = 0, o sea, 
m=4 


256. Hallar (5a + 3b)-(2a —b) si a = 2, b = 3, a L b. 
Resolución. Tenemos 

(5a + 3b)-(2a — b) = (0а2 — a-b + 6a-b — 3b? = 10a? — 302 = 40 — 27 = 13 

+ 2j + ЗЕ 


257, Determinar el ángulo entre los vectores a — 
6i 4j — 2k. 


yb 
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Resolución. Como a-b = ab cos q, entonces cos Ф =>. Tenemos 


ab=1-042:4+3(2)=8, а=үу1ї-+4+9 =уїї, 


Por consiguiente cos Ф 


258. Hallar el vector unitario que tiene el mismo sentido que el 
vector а = i + 2j + 2k. 


Resolución. Hallamos la longitud del vector dado: | a| = VTF 4 F4 
Puesto que ay = а/а |, а„ = (1/3) i + (2/3) j + (2/3) k. 


259. Hallar el producto vectorial de los vectores a = 2i + 3j + 
+5k yb=i 2) 


Resolución. Tenemos 


3. 


ijk 
235 
121 


axb= 


25 i 


25 
2117 


+ 2 


о sea, a X b= —7i + 3j 
260. Calcular el área del paralelogramo construido sobre los 
vectores а = Gi + 3j — 2k y b = 3i — 2j + 6k. 


Encontramos el producto vectorial de a por b: 


6 3 
elis] 


Resolución. 


|4 Е las ls 76 
=14i—42—2k. 


Puesto que el módulo del producto vectorial de dos vectores es igual al 
área del paralelogramo construido sobre ellos, entonces 


S=|axb|=Y FaF A? = 49 (unidades cuadradas). 
261. Calcular el área del triángulo que tiene por vértices los 
puntos А (1; 1), B (2; 3; 4), C (4; 3; 2). 
Resolución, Hallamos los vectores AB y AC: 
ЯВ = 24) 14 (81) j+ (4—1) ki 42j43k, 
ЯС = (41) i+ (34) j+ (21) к= 314-2) -- К. 


El área del triángulo ABC es igual a la mitad del área del paralelogramo 
construido sobre los vectores AB y AC, por eso hallamos el producto vectorial 
de estos vectores; 


12 
Н |=—#+а—. 


Por ¡consiguiente, 


Sano VIGA 16 }/'24 (unidades cuadradas). 


262. Calcular el área del paralelogramo construido sobre los 


vectores a + ЗЬ y За + b si |a | = |b | = 1, CÙ = 30°, 
Resolución. Tenemos 
(a + 3b) Х (3a + b) = 3a xX a +a X b+ 9b X a + 3b x b= 
= 3.0 +a X b— 9a X b -+ 3-0 = —8a X b 
(puesto que a X a =h X b = 0, b X a = —a X b). De suerte que 
S=8]a X b| = 8-1-1 :әп 30° = 4 (unidades cuadradas), 
263. Hallar el producto 
b= i +3j—k, c=i 
Resolución. Tenemos 
Hi 
Ei 
1 4 
264. Яс que los vectores а = 21 + 5j + 7k, b = і + j — 
—k, e =i + 2) + 2k son coplanares. 
Resolución, Hallamos el producto mixto de los vectores: 


xto de los vectores а = 21 — 


4k. 


-k 


3—1 = 13 
= + —i- =264-5+4+2=33. 
|| al +, {| “| а 


25 7 
Ae al { || НЕН [as 1547=0. 


Como abe = 0, los vectores dados son coplanares. 
265. Hallar el volumen de una pirámide triangular que tiene por 
vértices los puntos А (2; 2; 2), В (4; 3; 3), С (4; 5; 4) y D (5; 5; 6). 


Resolución, Hallamos los vectores ХӮ, AC y AD que coinciden con las 
aristas do la pirámide convergentes en el vértice А: 


AB=2i+j+k, АС 


84-3) 4-20, AD=3i-+3j+4k. 


Encontramos el producto mixto de estos vectores: 


221423 
4 {23 


Puesto que el volumen de la pirámide es igual а 1/6 parte del volumen del рага- 
lelepípodo construido sobre los vectores AB, ЯС y AD, entonces У = 7/6 (uni- 
dados cúbicas). 


266. Calcular (а — Б) (b — e) (е — a). 


в 


estos vectores som 


Resolución. Como (a — Б) + (b— e) + (с— а) = 0, 
igual a сего, о sea 


coplanares (fig. 19). Por lo tanto, su producto mixto 
@— b) (b—e) (e — a) = 0. 

267. Hallar el producto escalar de los vectores 3a — 2b y 5a — 
— ôb, si а =4, b = б y el ángulo comprendido entre los vectores 
a y bes igual a 7/3. 

268. Determinar el ángulo entre los vectores a = 3i + 4j + 5k 
4i + 5j — 3k. 

269. ¿Para qué valor de m los vectores a = mi + j y b = 
— 3j + ík son perpendiculares? 

270. Hallar el producto escalar de los 


+ Ле y 5a -+ 6b + Te si a = 1, b = 2, ¢ 
2 
= (b, є) = л:3. 
271. Hallar el trabajo realizado 


por la fuerza F al efectuar el d 
plazamiento s si F=2, s = 5, p= 


pas, 
= (Е, $) = л/б. 
272. 1 


vector unitario 
los vectores a = 
2i -+j +k. 

273. Los vectores a, b, e son de 
igual longitud y forman de dos en dos 
ángulos congruentes. Hallar el vector e si a = i ў, b= j + k. 

274. Se dan los vectores a = 2i + 2j + k y b = i + 3j + 2k. 
Hallar prab y рта. 

275. Se dan los radios vectores de tres vértices suces: 
paralelogramo ABCD: ra = i + j +k, га = i + 3j + 5k, re = 
= 7i + 9j + МК. Determinar el radio vector del cuarto vértice D. 

276. Mostrar que los vectores a y b no pueden ser perpendiculares 
si avi >0, a: 2 0, ark > 0, b-i < 0, b-j <0, b-k < 0. 

277. Mostrar que los vectores a = i + j + mk, b= i + j+ 
+ (m-+4)k y e= i— j+ тк, no pueden ser coplanares рага 
ningún valor de m. 

278. ¿Pueden los números ду, Za, 23, Yı» Yas Ys, 21, 20, 24 Ser 
distintos de cero y satisfacer las ecuaciones que se dan a continua- 
ción: 


s del 


жй аала уа + = 0, 
To Ya 3a | =0, 2,244 YiYa + 2929 = 0, 
Ta Ys 33 Lata + YaYa + Zaza = 0? 


279. Hallar el producto vectorial de los vectores а = 2i + 
+5j +k yb = i + 2j — 3k. 

280. Calcular el área de un triángulo que tiene por vértices los 
puntos A (2; 2; 2), B (4; 0; 3) y C (0; 1; 0). 

281. Hallar el producto mixto de los vectores a = і — j + К. 
b=i+j+k, e= 21 +3j + 4k. 
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282. Mostrar que los vectores a = 7i — 3j + 2k, b = 31 — 
—7i + 8k, e = i — į +k, son coplanares. 

283. Calcular el volumen de una pirámide triangular que tiene 
por vértices A (0; 0; 1), B (2; 3; 5), C (6; 2; 3) y D (3; 7; 2). 

284. En el problema precedente hallar la longitud de la altura 
de la pirámide, bajada a la cara BCD. 

285. Mostrar que los puntos А (5; 7; —2), B (3; 1; —1), 
C (9; 4; —4) y D (1; 5; 0) pertenecen a un plano. 


Capítulo Ill. Geometría 
analítica del espacio 


$ 1. El plano y la recta 


1. El plano. 1) La ecuación de un plano en forma vectorial, tiono el aspecto 
ra= р, 
Aquí r = zi + yl + zk es ol radio vector de un punto corriente del plano 
М (z; y; z); n = ¡cos a + j соз В + К cos y, es el vector unitario que tiene 
el sentido de la perpendicular bajada ¿obre el plano a partir del origen de las 
coordenadas; а, б, y, son los glos, formados por esta perpendicular con 
los eju de las coordenadas Oz, Oy, Oz, y p es la longitud de esta perpendicular. 
1 pasar a las coordenadas esta ecuación adquiere el aspecto 


z соз а + y cos B -+ z cosy — p = 0 wm 


(ecuación normal de un plano), 
2) La ecuación de todo plano se puede escribir también on la forma 

Ах + By + Cz+ D= 0, B 
si Аз +. Ва + Са ж 0 (ecuación general). Aqui A, B, C, so puedon considorar 
como coordenadas de cierto vector N = Ai + В] + Ck perpendicular al plano 
(vector normal del plano). Para reducir la 58; п gen: lano а la forma 
normal ез necosario multiplicar todos los términos de la ecuación por ol factor 
normalizador 


р ОУ У АЕ ВУ СЗ, (3) 

donde ol signo delante del radical es contrario al del término independiente D 
en la ecuación goneral del plano. 

3) Casos particulares de la situ: 

вота Ax + By + Ctt D =0 

0; es paralelo al ojo 0 


¡ón de un plano definido por la ecuación 


А es paralelo al еј 

С = 0; es paralelo al е 

D = б; pasa por ol origen de Лаз coordenadas; 
=B 

A=C 

В= С 

А D 

B=D 

с D 

A=B 

А с 

B C= 


ji en la ecuación general de un plano el coeficiente D + 0, entonces, divi- 
dierido todos los términos de la ecuación por —D, ésta se puedo levar a la forma 
EE 
žit 0) 


= —DÍB, с = —DÍC). Esta ecuación del plano se Пата 
en ella a, b y c'son, respectivamente, la abscisa, la orde- 
а de los puntos de intersección del plano con los ejes Ox, 


ángulo q entre los planos Ау + Bw + Ciz + Dı =0 y Ago + 
2 + D, = 0 se determina por la fórmula 


(5) 
La condición de paralelismo de dos planos es: 
АМА» = ВВ, = СУС, (6) 
La condición de perpendicularidad de dos planos es: 
А14. + ВІВ, -t СС, = 0. (7) 


5) La distancia del punto Mo (zo; yoi за) al plano definido рог la ecuación 
Ax + By + Ca-l- D — 0 se obtiene ar А fórmula 


1 Аз, Вуе--Сзъ--0 | (8) 
VA BAC к 


Ella es igual, en valor absoluto, al resultado obtenido por la sustitución de las 
coordenadas del punto en la ecuación normal del plano; el signo del resultado 
de esta sustitución caracteriza la posición recíproca del punto y dol origen de | 
coordenadas con respecto al plano dado: «+» si el punto Afo y el origen de |, 
coordenadas están situados a diferentes lados del plano y «—» si ellos están 
situados a un mismo lado del plano. 

6) La ecuación de un plano que pasa por el punto Ме (Zoi Yo; žo) y la perpen- 
dicular al vector N = Ai = Bj + Ck, tiene la forma 


A (z — zo) + B (y — yo) + C (z — 20) = 0. (9) 


Рага los valores arbitrarios de А, В у С esta última ecuación defino ciorto 
апо perteneciente a un fajo de planos que pasan por el punto Mg. Por eso se 
fama con frecuencia ecuación de un fajo de planos. 

7) La ecuación 


Ayz + Biy + Сүз 4- Di -4- А (Аах + Bay i> Cas 


D) = 0 (10) 


para un valor arbitrario de А. defino cierto plano que рава por la recta de inter- 
sección de los planos 


Ау + By + C+D 0 (0) y Ags Ву t Cat 0, 0, (П) 


о sea, cierto plano perteneciente а un haz de los planos que pasan por esta recta 
(еп virtud de lo cual tal ecuación se denomina frecuentemente ecuación de un 
haz de planos). Si los planos definidos por las ecuaciones (1) y (11) son paralelos, 
el haz de planos se convierto en conjunto de planos paralelos a aquellos. 

8) La ecuación de un pl puntos dados M, (гу), М» (ts), 
My (ta) (aquí тү = mil иј H aki ra = val zak; ra = zai -b у] + 
Peak) se encuentra con más facilidad a partir de la condición de coplanarcidad 
de los vectores г — гу, ra — гу, гу — гу, donde r = zi + y) + zk, es el radio 
vector de un punto corriente 14 del plano buscad 


(e — ri) (a — Fa) (ta т) = 


5-0377 65 


o, escribiendo en la forma de coordenadas: 


=n 11 A 


Жл» - on 
гаа з ta 

286. Reducir a la forma normal la ecuación del plana 27 + 3y = 

bz 421 = 0. 

Hesolución. Hallamos el factor norn puesto 


D ASO 


te que da ecuaci 
007) + — 87) y 


normal del pla 


287. Determinar la distancia del punto AZ, ( 
бе 3y +2 -28 


Resolución. Utilizando la fórmula (8) de la distancia de un punto a un plano. 
hallamos 


8) al plano 


Puesto que el resultado de sustituc 
еп la ecuación normal del plano es negati 
nadas están a un lado del plano dado. 


288. Escribir la ecuación de un plano que pasa por el punto 
М (0; 3; 5) у аг al vector N — 4i + 3j + 2k. 


de las coordenadas del punto Mo 
, el punto Л, y el origen de coorde= 


Resolución. Basta con aplicar la n (9) del plano que pasa por un 
punta dudo y es perpendicular a un vector dado 
w= DHI Iha 5) -0, a sen, Ar 25—27 a0. 


289. Hallar 
M (2; 3 

Resolución. Escribimos la есине 
el punto dado: 


n de un plano que pase por el punto 
1) y es paralelo al plano 3e- Зу = 23 100 


faja de planos que pasan por 


9) de u 


ADA B3 CEL 0, 


El vector normal al plano buscado coincide con el vector normal n = 

= (5; —3; 2) al plano dado; por consiguiente, A = 5, B = —3, C = 2 y la 

ecuación del plano buscado tendrá el aspecto 

52-303 +26+1)=0, o 
290. Desde el punto P (2: 

a los ejes de las coordenadas 

pasa por sus bases 


jen Эг — Зу = 2:+ 1 = 0. 
5) se trazan las perpendiculares 
cribir la ecuación del plano que 


los planos de coorde- 
M, С —5), Ma (0: 3; —5). 
ón del plano que pasa por los 


Utilizando la relación (1 
puntos My, May Му: 


2—20—3 2 
o —3 —5|=0, о bien 157-+10y—6:—60= 
2. 0—5 


291. Escribir la ecuación de un plano que pase por el punto 
A (b; 4: 3) y corte segmentos congruentes sobre los ejes de coorde- 
nadas. 


Resolución. Aplicamos la ecuación segmentaria (4) del plano, en la cual 
аъ е 


Las coordenadas del punto A satisfacen la ecuación del plano buscado, por eso 
se cumple la igualdad 5/а -i 4/a -- 3/a = 1. de donde a = 12. Asi, obtenemos: 
la ecuación æ- y 2 — 

292. Escribir la ecuación de un plano que pase por la línea de 
intersección de los planos z + у 52-10, 22 + 3y — z+ 
+2 = 0 y por el punto M (3; 2; 1). 

Resolución. Utilizamos la ecuación (10) de un haz de planos: 

z- y 50 1 А (22 + Зу +2) = 0. 


Determinamos el valor de À а partir de la cond: 
del punto M satisfagan esta ecuación: 


3+2+Е5—4+5(6++6—4-Е2у= 9 4 194 = 0, 
de donde 2, = —9/13. De este modo, la ecuación buscada tiene la forma 


coordenadas 


n de que 1 


1 er 30 — 2 


= 0, о bien, 5x4 14у — 742 + 
+ 31 = 0. 
ón del plano que pase por la línea de 
intersección de los planos z + 3y +52- 4 0 улі y- 2 + 
+ 7 — 0 y es paralelo al eje Oy. 
Resolución. Utilicemos la ecuación de un haz de- planos: 
z- Зу + 5: — 4+ А (z — у — 224 7) = 0; 
IT (5 — 
Сото el plano buscado es pardo al eje de las ordenadas, el cooficiente 


de y debe ser igual a cero: 3 0, о sea, А = 'ustituyend oel valor ha- 
jado A en la ecuación del haz, obtenemos is — s 


17 = 0. 

294. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos 
А (2; —1; 4) y B (3; 2; —1) perpendicularmente al plano z + y + 
+ 22 —3 = 0. 

Resolución. En calidad de vector normal N del plano buscado so puedo tomar 
un vector que sea (колчу ей al vector AB = (1; 3; —5) y al vector normal 


n= fi; 1: 2) del plano dado. Por eso tomamos como N el producto vectorial 
de АВ рог n: 
1) k 
N=ABxn=|1 3 —5|=11i—7j—?2k. 


11 2 


Queda por aplicar la ecuación del plano que pasa por un punto dado (por ejem- 
plo, А) perpendicularmente al vector definido № = (14; —7; —2); 


11 (z — 2) — 7 (y + 1) — 2 (z — 4) = 0, o bien, 112 — 7y — 2: — 24 


se 67 


295. Escribir la ecuación del plano que pasa por el punto 
; 5) y es perpendicular а los planos 3r — 2y 4 22 + 
13254-10. 

. Es evidente 

le tomar el рге 


е en calidad de 


с pasa por el punto dado M (3: -5) 
—2). obtenemos 
2r iy — 2 15 = 0 
. Reducir a la a as ecuaciones de los planos 
y 


г + 5y — 42 +7 
Ma (53 2) al plano 
situado el punto M, con ros 


siguientes: 1) +3 y --2—2 
297. Hallar la distancia 
2e. By Az 12 — 0. ¿Cómo est 
pecto al plano? 
208. Mallur la longitud de la perpendicular bajada del punto 
0. 


M, (2:3: 5) al plano 4z 2у 5: 
29 lar la ecuación del plano que pasa: 1) por el punto 
Mi 4) si este plano corta sobre los ejos de las coordenadas 


segmentos congruentes; 2) por el punto N (2; —1; 4) si oste plano 
corta sobre el eje Oz un segmento dos veces mayor que sobre los 
ejes Ог y Oy. 

0. Hallar la ecua 
NO di A 


y del plano que pasa por los puntos 
3) y sea perpendicular al plano Зе } 2y — 


Эш. Hallar sobre ol plano 2z —5y +22 5 = 0 un punto M 
tal, que la recta OM forme ángulos congruentes con los ejes de coor- 
donadas. 

2. Hallar la ecuación de un plano conociendo que el punto 
P (4; -3; 12) sirve de base а la perpendicular bajada del origen 
de las coordenadas a oste plano. 

303. Hallar las ecuaciones de los planos que pasan por los ejes 
de coordenadas perpendicularmente al plano 3r — 4y + 5z — 12=0. 

304. Hallar la ecuación del plano cuyos puntos equidístan de los 
puntos Р (1; —4; 2) y 0(7; 1; —5). 

305. Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos 
P 0,20) y Q @ 0; 0) y forma un ángulo de 60° con el plano 


306. Calcular el ángulo comprendido entre dos planos que pasan 
por el punto M (1; —1; —4) uno de los cuales contiene el eje Oz 
y el otro, el eje 02. 

307. Hallar la ecuación del plano que pasa por 9 origen de las 
coordenadas y por los puntos P (4; —2; 1) y Q (2; 

308. Hallar la ecuación del plano que pasa por Be punto de inter- 
sección de los planos 2z + 2y +2 —7 = 0, 27 —y + 32 03 = 
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=0, 4x b 5y— 22—12 — 0 y por los puntos M (0; 3; 0) y 
N (1; 1; 4). 

309. ribir la ecuación del plano que pasa por Га línea de inter- 
sección de los planos z + 5y + 92 13 0,3% y 52-410 
y por el punto M (0; 2; 1). 

310. Escribir la ecuación del plano que pasa por la línea de тш. 
sección de los planos т + 2y + 32 5 = ОуЗг - 2y 241—0 
y Corte segmentos congruentes sobre los ejes Oz y Oz. 

311. Escribir la ecuación del plano que pasa por la línea de inter- 
sección de los planos (1 + Y 2) z + 2y +22- 4 0, 4 y 24 
+ 1 0 y forme con el plano de las coordenadas 20у un ángulo 
de 60%. 

312. Escribir la ecuación del plano que pasa por la línea de inter- 
sección de los planos 2s — у — 122 — 3 = 0 y 

2 - 0 y es perpendicular al plano z + 2y + 5z- 1 - 0, 

313, Escribir la ecuación del plano que pasa por la línea de 
intersección de los planos Ar y By Cz +D, O y Age 

Bay + Са 1 D, 0 y por el origen de las coordena 

314. Escribir la ecuación del plano que pasa 
М (0; 2; 1) y es paralelo а los wesa ioj 
e 

15. ¿Qué ángulo forma con el plano «+ y = 22 -4 Ool 
vector a i + 2j ЁК? 

2. La recta, 1) Una recta puede ser definida por las ecuaciones de dos planos 

Аз Bud Ca ру 0, 
А + Bay Сы Dy- O 
que se intersecan рог esta recta. 

2) Eliminando sucesivamente z e y de las ecuaciones precedentes, obtendre- 
mos Тав ecuaciones z — az -+ с, y — bz +} d. Aquí la recta está determinada 
por dos planos que la proyectan sobre los planos 202 © yO: 


З) Las ecuaciones de una recta que pasa por dos puntos M, (ey у 23) Y 
Ma (rai Yai ы) Vienen la forma 


2—1) и 
LL a 
AA WaS e 
4) Las Mamadas eenacivnes canônicas 
s—m ii Р 


nto M (жу; аң; zi) у es paralela al vector 
stas ecuaciones se pueden escribir de la 


definen una recta que pasa 
s= li тр nk. En particular, 
forma 


raa 0 
cosa B сону 
donde a, В у y, son los ángulos Tormados por la recta con los ejes de las coor- 
denadas, Los cosenos directores de la recta se encuentran por las fórmulas 
т 


> софб= a 


n? УП ү шүн? 


соха 


(33 


5) Introduciendo el ра 


etro £ no es dil 
micas а las paramétricas: 


pasar de las ecuaciones canó- 


а-и 
{ Усти w 
гет 


6) El ángulo entre dos rectas definidas рог sus ecuaciones canónicas 
ah = (y — nm, s (3 — am y (r SR CS 
21а, se determina por la fórmula 


Lly | туту 


ПнУ ня i q 
la condición de paralelismo de dos rectas es: 
Ulla = туту = пу (Ш 
la condición de perpendientaridad de dos rectas es 
[ЖИ ЕРЕ 


7) La condición necesaria y suficiente рага que dos rectas definidas рог 
sus ecuaciones canónicas estén situadas en un mismo plano (condición de carácter 
coplanar de dos rectas) es: 


h m m |=. 
la топ, 

Si las magnitudes h, m, m no son respectivamente proporcionales а la, 
ту, та, la relación indicada es la condición necesaria y suficiente de intersección 
«e des rectas en el espacio. 

8) El ángulo entre la recta (z — ху}! = (y — dim = (2 — зу}/п y el plano 
Ах -4- By + С2 j- D = 0 se determina рог la fórn 


Ali Вт} 


pin VFB YE ү тї үп? ` 10 
ба condición de paralelismo de nna recta у nn plano es: 
AL нт 4 Cn = 0; (10) 
da condición de perpendicularidad de una recta y un plano es: 
Ай = Bim = Cin. (11) 


9) Para determinar el punto de intersección de la recta (x — xQ = 
— Volim = (z — zo)/n con el plano Ax + By ~- Cz + D= 0 hay que 
ег conjuntamente sus ecuaciones para lo cual conviene utilizar las ecua- 


Bus b Cza А D= 0, la recta per- 


316. Reducir a la forma canónica las ecuaciones de las rectas 
2к —y+32—4=0 y 5r + 4y — 2—7 = 0. 

Resolución. Primer procedimiento. El 
tenemos 


аз л 


"о-ө 


Si фп cada una de las ecuaciones se despeja z, se obtiene 
nu» 102—0 ж 0—2 _ 5—4 
== AA A 8 
Segundo procedimiento. Hallemos un vector з = li +- т) + mk que sea 


paralelo a la recta buscada, Como este vector debe ser perpendicular a los vectores 
Formales №, = 24 — j + 3k y М, = 5i -+ 4) — k de los planos dados, se puede 


tomar como s el producto vectorial de los vectores №, y №: 
і 


84-17) —-13к. 


De este modo, [= —11; т 17; п = 13. 

En calidad de punto М, (ту; y1; 21) por el cual рава la recta buscada se 
puede tomar el punto de intersección de la misma con cualquiera de los planos 
Че coordenadas, por ejemplo con el plano yOz. 
Сошо en este caso zı = 0, las coordenad: 
ущ de este punto se determinarán por el 
{ета de ecuaciones de los planos dados, h; 
do en ellas z = 0: 


Я 
{ 4у 2—70. 

Al resolver este sistema, hal „= 
зу = 1. Do suerte que la recta buscada se de- 


fino por las ecuaciones z/(—11) = (y —2)/17: 
= (2 — 0/13. 


17. Construir la recta 
27 4-3y + 3z —9 -- 0, 
{ 4х--9у | $—80. 
Resolución. La recta buscada se puede construir сото la línea do intorsoc- 


ción de los planos. Para esto escribimos las ecuaciones segmentarias de estos 
planos sobre los ejes 


Fig. 20 


у 
© Ж ЖЫШ 27405 
Al construir los planos dados, obtenemos la recta buscada (fi 


318. Bajar la perpendicular desde el origen de las coordenadas 
a la recta (z —2)/2 = (у — 1/3 = (2 —3)/1. 

ci ón (11) de perpendicularidad de una recta 
т, C= n, D = 0, determinamos la 


'origen de las coordenadas y es perpendicular 
Та fo Г 


Resolución. Util 
y un plano, y suponiendo А 
ecuación del plano que pasa por 
a la recta dada. Esta ecuación 

MHallamos el punto de intersección de 
ciones paramétricas de la recta se escribi 
z= 1-3. Para determinar £ tenemos la 


2 (2 + 2) + 3 (3t + 1) + 


t43=0, 
—5/7. Las coordenadas del punto de intersección son: z = 4/7, 


de donde г 
—8/7, z = 16/7, o sea, M (4/7; —8/7; 16/7). 

Queda por determinar las ecuaciones de la recta que pasa por el origen de las 
coordenadas y por el punto M; utilizando las relaciones (1), obtendremos 


HAI) = 310—817) — 210161 о bien, 2/4 == 010—2) = 2/4. 


n 


319. En las ecuaciones de la recta 2/2 — y/(—3) — zín determi- 
nar el parámetro п de modo tal que esta recta se corte con la recta 
(2 1/3 = (y + 5)/2 = 21, y hallar el punto de intersección. 

Resolución, Para encontrar el parámetro n utili condición (8) de 


intersección de dos rectas, haciendo дү = —1, y, = a= 0, гу = б, ye = 
0, 3, = 0, h = 3, m = 2, m = 1, l3 = 2, ma = —3, пу = n, obtendremos 
1 50 
| 240, аын, enaa 
2—3n 


Vara hallar Jas coordenadas del punto do intersección de las rectas 2/2 = 
= 000—3) = 2 y (z= 1)/3 = (y + 5)/2 = 2/1, expresamos en las primera 
ecuaciones z e y por medio de 2: z = 22, у = —3г:. Sustituyendo estos valores 
on la igualdad (z+ 1)/3 = (y + 5)/2, tenemos (22 + 4)/3 = (—32 |. 5)/2, 
de donde z = 1. Conociendo =, encontramos г = 22 = 2, у = —32 —3. Por 
consiguiente, M (2; —3; 1). 

320, Escribir la ecuación de la recta que pasa por el punto 
М (3; 2; —1) y corta el eje Or en ángulo recto. 

Resolución. Como la recta es perpendicular al eje Or y lo corta, ella pasa 
por sl punto A (2; 0; 0). Al determinar la ecuación de, la recta que, pasa por 
los puntos M у N, obtenemos (z — 3)/0 = (у — 22) = (= + 1)/1. 

321. Dado el plano z + y — 22 —6 = 0 y el punto M (1; 1; 4) 
fuera del mismo. Hallar un punto N que sea simétrico del punto M 
con respecto a este plano. 


dol vector director de la recta perpendicul pueden sustituir рог 
апо dado. Entonces 


las ecuaciones de esta recta se escribirá: 
(e — 1)/1 = (y — 1/1 = (z — 12). 


Encontramos la proyección del punto Af sobre el plano dado resolviendo 
conjuntamento las ecuaciones 


= ЮЙ = e 1 


t41 


2, y 
Las coordenadas del punto simétrico se hal 


z= (ма), (им-их)2, зма), 

о sen, 
2= 0+ м), 2= (1+ ил), —1 = (1+ 2м), 
de donde zy = 3, ух = 3, зу = —3. Рог lo tanto, N (3; 3; —3). 


322. Dada la recta (= — 1)/2 = y/3 = (z + 1)/(—1) y el punto 
M (1; 1; 1) fuera de ella, hallar el punto N, simétrico del punto M 
respecto a la recta dada. . 

Resolución. La ecuación del plano que proyecta el punto M sobre la recta 
dada tiene la forma 


A(—0+B0—=0+C(—1)=0. 


; Су del plano perpendicular 


Las coordenadas del vector normal {А 
tor (2; 3; —1) de la recta dada; 


a lalrecta las sustituimos por las del vector 
entonces obtendremos 

2-1) +3(0—1)—(6—1)=0, obien, 2x4 3y — 1—4 = 0. 
Hallamos la proyección del punto M sobre la recta para lo cual resolvemos con- 
juntamente el sistema de ecuaciones 

2z +3y—:—4=0, (= — 1у/2 = y3 = (4 0/0). 

Las ecuaciones paramétricas de esta recta tienen la forma z = 2t -+ 1, y = 3r, 
—t — 4. Sustituyendo z, y y z en la ecuación del plano, encontramos £ = 
= 1/14, De aquí z = 8/7, 3/14, z 15/1. 

Entonces las coordenadas del punto simétrico pueden ser. halladas utili 
zando las fórmulas para las coordenadas del punto medio del segmento, о sea, 

8/7 = (1 + zx)/2, 3/14 = (1 + им)/2, —1544 = (1 + м) 2, 


—4/7, з= —22/7. Por consiguiente, N (9/7; —4/7; 


de donde zy= 9/7, ул 
Baan. n g 


323. Trazar рог la recta (z + 1)/2 = (y — 0/1) = (:—2)/3 
un plano que sea paralelo a la recta z/- A) = (у 2 2)2= 
= (z 3) 3). 


Resolución, Escribimos las ecuaciones de la primera de las rectas dadas con 
ayuda de las ecuaciones de dos planos que la proyectan sobre los planos х0 
e yOz, respectivamente: 


(+ 1/2 = (y — M4), о bien, z + 2y — 1 = 0; 
@ — 090—0) = (а — 2/3, o bien, Зу 2—5 = 0. 
La ecuación del haz do los planos que pasan por esta recta tione la forma 
24 2y—1 +2 (425) = 0, o bien, z- (2-4 3H) р 
+ А2 — (1 54) o. 


Utilizando Ja condición de paralelismo de una recta y un plano, determi- 
namos À de modo tal, que ol plano respectivo del haz sea paralelo а Ja segunda 
de las rectas dadas. Tenemos —1 -1 + 2 (2 + 3А) — ЗА = 0, o bien, ЗА | 
= 0, de donde А = —1, De este modo, el plano buscado se define por la ecua- 
ción z — y — z + 4 = 0. 


324. Hallar la ecuación de la proyección de la recta (z = 1)/4 
= (y + 1)/2 — 2/3 sobre el plano z + y +22- 5 0. 


Resolución, Escribamos las ecuaciones de la recta dada en forma de las 
ecuaciones de dos planos que la proyectan sobre los planos -Oy y 202, respecti- 
vamente: 


(<= MA = (v -+ 0/2, о bien, 
(— DA = 213, 
La ecuación del haz do los planos que pasan por la recta dada se escribe 
de la forma 


2r — y — 3+ À (3z — 2 — 3) = 0, 


+= o. 


Utilizando la condición de perpendicularidad de los planos, escojamos en 
este haz el plano que proyecta la recta dada sobre el plano dado, Tenemos 
4-2 ЗА) 1 (1) 1 2 (А) 0, о bien, A+ t= 0, de donde 2 = —1 


73 


De suerte que la ecuación del plano proyectante tiene la forma 
220—3 (Br 2—3)=0, о bien, z+y—z= 9. 


La proyección buscada se puede determinar como línea de intersección 
de dos planos, o sea, del dado y el proyectante: 


(= 


Reduciendo estas ecuaciones de la recta а Іа forma canónica, obtendremos final- 
mente 
zl = (y — 578000) = 


325. Escribir las ecu nes de la rect 
М (5; 3; 4) y sea paralela al vector $ 


z — 5/3)/0. 


que pasa рог el punto 
+ 5j — 8k. 


Resolución. Utilizamos las ecuaciones canónicas de la recta. Suponiendo 
que en las ecuaciones (2) ¿ 2, m = 5, п = 8, ху = 
nemos 


n = 3, a = 4, obte- 


le 35 MES). 


scribir las ecuaciones de la recta que pasa por el punto 
1) y es perpendicular a los vectores sy 
уз, = 3i + j + 2k. 


La recta es paralela al vector sy 
ja por las ecuaciones 


(и = MAD = E — DD. 
327. Hallar las ecuaciones de las proyecciones de la recta 


3j 


в, = 5i — j — 7k, por eso 


2y+32—2 
( Br у4&%—14—0 
sobre los planos de las coordenada 


328. Reducir a la forma canónica 
con los ejes de coordenadas. 


22 3y— 162 
32+ у—112=0. 


329. Calcular los ángulos formados por la recta 
| 2205-0, 
х — 32-80 
330. Hallar las ecuaciones de la recta que pase por el punto 
M (1; —2; 3) y que forme con los ejes Oz y Oy ángulos de 45” y 60°, 
respectivamente. 
331. Hallar las ecuaciones de la recta que pase por el punto 
N (5; —3) y es paralela a la recta 
27 +3y4-2—6=0, 
42 —5y—2+2=0. 
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332. Hallar el punto de intersección de las rectas (т — 1)/(—1) = 
2 /2 5)/(——2) = (2—1)/3. 
n paralelogramo: 


-2), hallar las ecuaciones 


4) y C (0,7 


A(3; 0: 1), BU 
de los lados AD y CD. 
334. Hallar las ecu 

М (2: 


la distancia entre las rectas paralelas 2/1 = 
З)/2 = (4 —DÍ y (2-31 — (у + 1)/2 = (z — 2)1. 
Se dan los puntos A ( 1; 2; 3) y #(2 Escribir 
iones de la recta que pasa por el punto M (3; —1; 2) y es 
paralela al vector AB. 
337. Hallar el ángulo comprendido entre las rectas 
4z—y— zi 120, 32—2y + 16=0, 
| у—:—2=0 y 3x—3=0, 
338. lallar en el plano yOz la recta que pasa por el origen de las 
coordenadas y es perpendicular a la recta (2 y 
y + 2z 
'alelogramo ABCD: С ( 2:3: 5) 
de Тах diagonales 


Чан dos vértices del 
7) y el punto de in 
5). Hallar las ecuac 
triángulo ABC está formado por la interse 
ráz- 8 -D con los ejes de las coordenadas. ПаПаг las 
<ouaciones de la línea media del triángulo, paralela al plano 20у. 
Se dan los pu sdh ВО: З: 3) ус 
ecuación de la re e pasa рог еї punto А у es perpen- 
dicular a los vectores AP y AC. 
¿scribir las ес nes de la recta que pasa por el punto 
1) y forma los ángulos congruentes con los vectores a 
i — 3) — 2k, b = 3) 3k. 
343. Mallar la ceuación del plano que pasa por la recta (3 
(DEM 24 y es perpendicular al plano Ar 1 y zi 
' 


m del plano 


344. Hallar las ec 
ty BA (2 


a proyección de la гес 
no 2r 2 i 


ol sistema cartesiano de coordenadas una esfera con centro 
с с) y radio r se define por la ecuació 


СЕЕ Mm 


Si el centro de la esfera está en el origen de coorden: 
Ла forma 


РСЕ НАЕ Я А 


. Hallar las coorden 
La por la ecuación r 


das del ce 
№ = 


Resolución. Keducimos la ecuación de la esfera a la forma canónica (1) 
para lo cual completamos los cuadrados do los términos que contienen гс, у, z, 
о sea, escribimos la ecuación de la forma siguiente: 


(= 


o bien, 


i 0) y su 


Escribir la ecu: 
4), B (4; 


que pasa por los puntos 
su contro seencuentra 


Resolución. Como los puntos A, В y pertenecen а la esfera (7 aj? -+ 
{e — e)? = r? cuyo centro se encuentra en el plano 20и (de donde 

ordenadas de estos puntos deben convertir la ecuación buscada en 

por eso obtenemos las ecuaciones 

Ma RI a A A BI 

(2 — a)? -r (2 — 0) 3 ^^ 


De donde, 
“ а) 4 (2 bj- 46 (1 — a}? -4 (—3 b)? de 
(1 — a)? + (2 — b)? -+ 16 = (2— a)? -+ (2 — b)? + 9, 
o bien, 
(2 02 (—3 — b)? = —15, osen, 10b — 10; 
0 — at- (2— at= —7, osoa, 2a = —4. 


el centro do la esfera es el 
10 
la tiene la forma 


De suerte qu 
punto С (2 
29 


2, b= 4. Por consigui 
0). Luego hallamos r? = (1 — 
= 1} 16 — 26, De este modo, la ecuación busc: 


(ed D? + (у — 0) H t = 26. 


347. Hallar las coordenadas del centro y del radio de la circun- 
ferencia 


(= — 3)2 4- (y -+ 2)? -+ (2 — 1)2= 100, 
| + 
с; 1) bajamos al plano. 
ecuación se puede escribir de la 


2z—2y— 


Resolución. Desde el centro de la esfe 
2z — 2y — z 4 9 -> 0 la perpendicular cu; 
forma 


(z — 3/2 — (y + D—2 — (2 — 1)/(—1) (>) 


(en calidad de vector director de esta perpendicular se puede tomar el vecto: 
normal del plano dado). 

“Ahora encontremos las coordenadas del punto de intersección de la recta 
(+) con el plano 2r — 2y — z + 9 = 0. Este punto es precisamente el centro- 


de la circunferencia que resulta de la 'sección de la esfera por el plano dado. 
Escribiendo las ecuaciones de la recta en la forma paramétrica; z = 2t +, 
4 3; y = —24 — 2,2 = —t + 1 y sustituyendo z, y, z en la ecuación del plano" 
obtenemos 
2 бозу =0, ө ка, t 


16 


Por lo tanto, z= 2 (2) 4-3 = 4, y= —2(—2)—2 s= 

(2) т 3, о sea, el centro de la circunferencia зе encuentra en el 
punto Су (4; 2; 3). 

Mallamos ahora la distancia d del centro do la esfera С (3; 
2r — 2y — z- 9 = 0 


2; 1) al plano 


El radio de la circunferencia г se determina рог la igualdad г? = А? — 4%, 
donde А ез el radio de la esfera. Así, pues, ғ? = 100 — 36 = 64, o sea, г = 8. 


348. Hallar las coordenadas de los centros y los radios de las 
esferas definidas por las е 
= 25; 2) 
+ 222 + 4y — 32 + 2 = 0; 
+ 22 = 4z — 3. 

349. ¿Cómo está situado el punto М (1; —1; 3) respecto a las 
esferas que se dan a continuación? 1) (z — 1)? + (y + 2% + 22 = 
= 2) 4% + y? + z a t y 033) 144 y 42 йг + y — 

0? 


ribir la ecuación de una esfera si los puntos M (4; —1; --3) 
1) son los extremos de uno de sus diámetros. 
Eseribir la ecuación de la circunferencia que se forma en la 
n de la esfera (к — 1)? + (y 1) (23)? 25 por el 
plano de ordenadas 2 = 0. 

352. Hallar las coordenadas del centro y el radio de la cireunfe 
rencia a? + y? ~ aè = 100, 2r- 2y — z 18. 


, para el cilindro hiperbólico, 


2pr, para el cilindro parabólica. 


Las generatrices de los tros cilindros definidos por estas ecuaciones son 
paralelas al eje Oz y de directriz sirve la respectiva curva de segundo arden 
¿elipse, hipérbola, parábola) que está en el plano хОу. 

Hay que recordar que una curva puede ser representada en el espacio pa 
métricamente, о bien en forma de la línea de intersección de dos superficies 
Por ejemplo, las ecuaciones de la clipso en el plano тОу tienen la forn 


п 


La ecuación de un cono de segundo orden que tiene por vértice el origen de 
las ceerdenadas y de cuyo eje sirve el eje Oz зе escribe de la forma 


Muálogamente, 


eT 


el origen de las coorde- 
amente. 


son ecuaciones de segundi 
nadas y de cuyos ejes s 
53, ¿Qué 
12) 
lución. 1) La ecuación z*= 4y define un cilindro parabólico cu; 
generatrices son paralelas al eje Ог. De directriz de la superficie cilíndrica 
sirve la parábola z? = 4y, z= 0. 

2) La ecuación 22 z puede ser representada de la forma 2 (2 — z) = 0 
y se descompone en dos ecuaciones: 2 = буз = з, 0 define dos planos: ed 
plano 20у y el plano bisector x que pasa por el eje Oy. 


354. ¿En qué línea s el cono a? + y? 22 — 0 con 


orden que tienen por vórt 
ven los ejes Oy у Oz. respec 


e se define en el espacio por las ecuaciones 


Resolución. Eliminando y a partir del sistema de ecuaciones, obtenemos 
aty 4—-2%=0, о bien 2/2 — r? -<1 


Por consiguiente, la linea buscada de intersec 
está en el plano y — 2; su eje real es paralelo al eje O2 y el eje 
paralelo al Or. 

355. Escribir la ecuación de una superficie 
sirve el punto M (0; 0: 1) y de directriz, la elipse 2/25 
2-3 

Resolución. Escribimos la ecuaci de la generatriz AM, donde 
А (2o Zo) ез un punto pertenece a la elipse. Las ecuaciones de esta 
generatriz tienen la а хі. шуо = (2 — 1)/zo — 0). Como el punto А 
pertenece a elipse, sus coordenadas satisfacen las ecuaciones de la elipse, о sea, 
28/25 ИӘ = 4, z= 3. 

Eliminando ahora ze, yo Y 20 а partir del sistema 

ziza (z — 1)/( — 1). изә = (2 — Dilo — 1), 
28/25 4-49 =, 20 
obtenemos la ecuación del cono buscado 
21125 + p319 — — 1% 


ayo vértice 
BI = 1, 


356. Hallar y construir las superficies definidas por las ecuacio- 
nes: 1) a? + y? = 4: 2) 22/25 + 16 3) 2 уз = 1: 0 у? 
2а: 5) 2 уб) ла 0: T) a? уе 2y; B) a? = у = O: 
9) 227 2 = 0: 10) y? = zy. 

357. Escribir las ecuaciones de las líneas de intersección del 
cono 22 — y? + 22 = 0 con los planos: 1) у = 3; 2) 2 = 1:3) т = 0. 

358. Escribir la ecuación de un cono que tiene por vértice el 
origen de las coordenadas y cuyas directrices están definidas por las 
ecuaciones: 1) т = а, y? 22 = 02; 2) y = b. td аб; 3) z = 


= с, lty = 4. y 
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. Superficies de revolución, Superficies de segundo orden. Si la curva 
(F y a) = 0. z = O que está en el plano у0: gira alrededor del eje Oz, la ecua- 
ción de la superficie de revolución engendrada por ella tiene la forma 


EVER, 2 


Análogamente, la ecuación F (х, Y у# F 2) = 0 define la superficie engen- 
drada por la revolución de la curva F (z, y) = 0, z = 0 en torno al eje Oz, 
y la ecuación Р (V z? F =, y) = 0 determina la superficie engendrada por la 
rovolución de la уш curva, alrededor del eje Oy. 

Citamos a continuación las ecuaciones de superficies de revolución de 
segundo orden engendradas por la rotación de una elipse, una hipérbola y una 
parábola en torno a sus ejes de simetri 

Elipsoide de revolución: 


зи 


de eje de revolución sirve el eje Oz; el elipsoide se halla aplastado cuando а > е 
y alargado cuando а < с (cuando а = с, se convierte en esfera). 
En el hiperboloide de revolución de una hoja: 


ni _:4 


а? rl 


de eje de revolución sirve el eje Oz (que es el eje imaginario de la hipérbola por 
cuya revolución está engendrada esta superficie). 
En el hiperbolvide de revolución de dos hojas: 


је de revolución 
revolución está engendrada esta superficie). 
їп el paraboloide de revolución 


ay 
de eje de revolución sirve el eje Oz. 
Las superficies de revolución de segundo orden son un caso particular бе 
Jas superficies de segundo orden de forma general cuyas ecuaciones canónicas 
son las siguientes: 
Elipsvide (de tros еј 


Hiperboloide de una hoja: 


Hiperboloide de dos hojas: 


Paraboloide eliptico: 


Los „я> 
4 (0220, 4 >. 


Además de estas cuatro superficies, de los tres cilindros (elíptico, hiperbólico 
y parabólico) y un cono, existe una superficie más de segundo orden llamada 


19 


а tiene la forma 


parabolvide hiperbólico cuya ecuación canó 


LLE (р>о, >> 


Asi, pues, en total existen nueve superficies diferentes de segundo orden. 


359. ПаПаг la ecuación de la superficie obtenida por la revolu- 
ción de la recta z + 2y = 4, z = 0 alrededor del eje Ол. 


Resolución. La superficie de revolución es un cono que tiene por vértice el 
punto M (4; 0; 0). Supongamos que un punto arbitrario A de la superficie bus- 
cada tiene las coordenadas X, Y, Z; а él lo corresponde en la recta dada un 
punto B (z, y; 0). Los puntos A y B están en un mismo plano que es perpen- 
dicular al eje de revolución Oz. Entonces X = z, УЗ + 7% — y? 

Sustituyendo las expresiones рага z e y еп la ecuación de la recta dadu, 
obtenemos las ecuaciones de la superficie de revolución buscada: 


X42 0771-4, о sea, 4(У2 4-22) —(X—42=0, 
o bien, 4Y? + 422 — (X — 4 = 0. 
360. ¿Qué superficie define la ecuación a? — yz? 


Resolución. BJectuamos el giro do los ejes de las coordonadas alrededor del 
oje Oz en un ángulo æ = 45° (del eje Oy al eje Oz en el sentido contrario al de 
las agujas del reloj). Las fórmulas de transformación de las coordenadas son: 
т, у= у соза — г sena, z= y sona- z соз а. Como sena 
= сова = }/ 2/2, entonces z = х', y = (V 2/3) (y — 2), 2 = (V 2/2) (0 4-2). 
Sustituyondo estas expresiones еп la ecuación de la superficie, obtenemos 
rt yu 272/2, о bien, x?*—y2/2 ~- 212 о 

Les un cono que tiene por v 
cojo de ordenadas). 

361. Hallar la ecuación de la superficie engendrada por la revo- 
n de la recta 2y +2 -—2 = 0, х 0 alrededor del eje Oz, 

362. Hallar las ecuaciones de las líneas de intersección de la 
superficie z = 22 — y? por los planos z = 1, у = 1, z = 1,2 = —4. 

363. ¿Qué superficies se definen por las ecuaciones: 1) 2 — ту, 
222 

Indicación: ofectuar el giro en torno al eje Oz en un ángulo de 45°, 


364. ПаПаг la ecuación de un paraboloide elíptico que tiene 
por vértice el origen de las coordenadas y cuyo eje es el eje Oz, si 
sobre su superficie se dan dos puntos M (—1; —2; 2) y N (4; 1; 4). 

365. Escribir la ecuación de un elipsoide de cuyos ejes de si- 
motría sirven los ejes de las coordenadas, si sobre su superficie se 
dan los tres puntos А (3; 0; 0), В (—2; 5/3; 0) y С (0; —1; 2/V 5. 

366. Hallar las ecuaciones de la línea de intersección de las supor- 
ficies z = 2 — z? — y? y z = z? + y. 

367. Investigar qué superficies define la ecuación 22 + z? = 
= m (2 + y?) cuando: 1) m=0, 2) 0< m< 1; 3) m>1; 4) 
4) m< 0; 5) m = 1. 

4. Ecuación general de una superficie de segundo orden. La ecuación genera) 
де segundo grado con respecto а т, y, z, tiene la forma 

Аз? 4 By? 4 CÈ -+ 2Dyz + 2Ex2 4- 2Fay +4- 262 + 2Hy + 2K24 L= 0 


tice el origen de las coordenadas y cuyo eje es el 


luci 
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Esta couación puedo definir las siguien licies: esfera, elipsoide 
do de una o dos hojas, s, paraboloido eli рео со o hiperbólico, superfici 
drica o cónica de segundo ¡bién determinar un conjunto de dos 
planos, un punto, una recta o incluso no tener sentido geométrico (definir una 
superficie imaginaria»). 

Cuando D = 0, Е = 0, Р = 0, la ecuación general adquiere el aspecto 


Аза + By? + Са + 267 + 2Ну + 2Ks + L = 0. 


En este caso la ecuación se simplifica fácilmente con ayuda de una traslación 
paralela de los ejes de coordenadas lo que permite determinar де inmediato su 
sentido geométrico. 


368. ¿Cuál es el sentido geométrico de la ecuación 
22 + 4y? +98 + 1242 + бї: + ату — 4z — 8y —122 + 3 = 0? 
Resolución. La ecuación dada se puede escribir de la forma 
(z + 2y + 32)? — 4 (z + 2y + 32) + 3 = 0. 
Descomponemos en sus factores el primer miembro de la ecuación: 
(=+ 2y + 3s — 1) (z + 2y + 31 — 3) = 0. 
Ahora bien, la ecuación define un conjunto de dos planos 
z+2y+3:—1=0, z+2y+3—3= 0. 
369. ¿Cuál es el sentido geométrico de la ecuación 
a? + y? + è ус аз + ay = 0? 
Resolución, Multiplicando por 2, reescribimos la ecuación de la forma 
2z? + 2y% -+ 214% — 2yz — 2zz — 22у = 0, 
o bien, 
@— u+ w (6—28 0. 


Esta ecuación es satisfecha sólo por las coordenadas de los puntos para los 
<unles so cumplon las igualdades z = y, y = 3, z = z. Do esto modo, la couación 
define la recta z = 


370. ¿Cuál es el sentido geométrico de la ecuación 
at + y? 4a? — 22у — 8:46 5 = 0 
Resolución. Reescribimos la ecuación de la forma 
(= — 0)? + 4 (2 — 1) = —1 


Esta ecuación no tiene ningún sentido geométrico, ya que su primer miem- 
bro no]puede ser una magnitud negativa para ningunos valores reales де z, y, т. 


71. Reducir a la forma canónica la ecuación 
hat + 9y? + 3622 — 82 — 18у — 722 + 13 = 0 
Resolución. Agrupamos los términos que tienen las mismas coordenadas: 
4 (z? — 22) + 9 (y? — 2y) + 36 (2% — 22) = —13 
Completando los cuadrados de las expresiones entro paréntesis, obtenemos 
аа 2a + 1) +0 — 2y + 1) + 36 (2 — 224-10) = 434449436 
o bien, 


4 (z — 19 + 9 (y — 1)? + 36 (z — 1) = 36 


00377 ви 


Efectuemos una traslación paralela de los ejes de coordenadas tomando 
сото nuevo origen de las mismas el punto O” (1; 1; 1). Las fórmulas de trans- 
formación de las coordenadas tienen la forma z = z' -+ 1, y = y' +1, z = 
/ + 1. Entonces la ecuación de la superficie se escribirá de la forma 


А03 + 9уз -+ 36272 = 36, о bien, 220 + 4944 з =1. 
Esta ecuación define un elipsoide; su centro se encuentra en el nuevo ori- 
gen de coordenades y sus semiejes son iguales а 3, 2 y 1, respectivamente, 
372. Reducir a la forma canónica la ecuación 
at — y? — Ах + 8y — 2: = 0. 
Resolución. Agrupamos los términos que contienen z e y: 
(a? — 42) — (y? — 8y) = 22. 
Completamos los cuadrados de las expresiones entre paréntesis: 
(a? — 4x + 4) — (02 — Sy -+ 16) =22 + 4—16, о bien, 
@ — 202 — (y — 4% = 2 (2— 6). 


Efectuemos una traslación paralela de los ejes do coordenadas tomando como 
E 4 з= 


nuevo origen el punto 0' (2; 4; 6). Entonces z +2 у 
= y -+ 6. Como resultado obtenemos la ecuación z? — y” que defino 
un paraboloide hiperbólico, 


373. ¿Qué superficie determina la ecuación 
Аа? — y? + 4 — 8х + 4y + 8244 = 0? 
Resolución, Electuando las transformaciones respectivi obtenemos: 
4 (02 — 2z) — (y? — 40) => 4 (2% + 22) = —4; 
4 (z3 — 2z + 1) — (y? — dy + 4) +4 (042241) = 44 4444 
чйр 28 + 4 (84 1) = 0. 

Efectuamos una traslaci alela de los ejes de coordenadas tomando 
como nuevo origen ol punto O” (1; 2; —1). Las fórmulas de transformación 
de las coordenadas son z = z' +4, y = у + 2, z = 2 — 1. Entonces la ecua- 
ción dada toma el aspecto 

бїз — уЗ 403 0, о bien, 22—=y2/44+22=0, 
Esta es la ocuación de una superficie cónica. 


Encontrar qué superficies definen las ecuaciones siguientes: 
374. 2 — ту — z3 + ya = 0. 

375. z? + z — áz — áz + 4 = 
376. 
377. Я 
378. x? + 2y? + 222 — 4y + 4z + 4 = 0. 
379. 4z? + y? — 2 — 24r — 4y + 22 + 
380. z? + y! — 22 — 2r — 2y + 2z +2 
381. 22 + y? — 6r + бу — åz + 18 
382. 922 — z? — 18х — 18y — 6z = 0. 


Capítulo VI. Determinantes 
y matrices 


$ 1. Concepto de determinante 
de n-ésimo orden 


Un determinante de cuarto orden correspondiente а la tabla de elementos 
ау аз аз аң 
аз 027 ааз Aza 
аза зз ägg аза 
ац 4з йз аң 


se define рог la igualdad 


ау аз аз аа 


аз аз аз аа 


а 
азі аза аз аза 
Gst Фа Фаз аң 
аы аз аа ам аз aag 
Fais | азі аза аза аз: аза 933 |- 
ац аз аа ац Фа ааз 


Соп ayuda de los determinantes de cuarto orden se puede introducir análoga- 
mente el concepto de determinante de quinto orden, ete, 

Para determinantes de cualesquiera órdenes siguen vigentes las definiciones 
de menor y complemento algebraico de cierto elemento, así como los dos teo- 
тетаз sobre los complementos algebraicos, enunciados рага los determinantes 
de tercer orden, 

De este modo, designando por My, el menor y por Ад el complemento alge- 
braico del elemento ау, del determinante de n-ésimo orden (o sea, del elemento 


que se encuentra en la J-ésima fila y en la k-ósima columna de esto determinante), 
tenemos 


Ар = AM po 
Sea D unTdeterminanto de n-ósimo orden. Desarrollándolo primeramente 


por los elementos de la ¡-ósima fila y luego por los elementos de la k-ésima colum- 
na, en virtud del primer teorema de los componentes algebraicos obtenemos 


D = арАр 
ГА 


r ai E gn gai 


кА ања H 


EA np 


ве 83 


Por otro lado, cuando j + i y k 9 1, en virtud del segundo teorema de los 
complementos algebraicos tenemos . 


алда + ард +... Бал 
аи + amA + 


Las propiedades de los determinantes de segundo y tercer orden formuladas 
en la pág. 43 son también válidas para los determinantes de cualquier orden. 
La solución de un sistema de ecuaciones lineales 


anti Башт +. 
ашла аата + 


anizi tantat. 


ады = 0. 


cuyo determinante 
ац аза +++ ап 


D= 


апі апа => Onn 
se halla por las fórmulas 


Dr 
nme. 
anto del sistema y Dy (k = 1, 2,..., п) 
partir del determinante del sistema susti- 


la columna de los coeficientes de la incóg- 
independientes: 


En estas fórmulas D es el dotermi 
es un determinante que зе obtiene 
tuyendo la k-ósima columna (о sea 
nita buscada) por la columna de los términc 


her bi Gr her oe Gin 
Da arhet з Can 


апі ап Gn, h-i Ùn ап, her 


383. Calcular el determinante 
3 572 
1 234 
—2 —3 32 | 
1 354 


Resolución. Efectuamos las operaciones siguientes: 1) de los elementos de 
la primera fila restamos los triplos de los elementos de la segunda fila; 2) a los 
elementos de la tercera fila les sumemos los duplos de los elementos de la segunda 
fila; 3) de los elementos de la cuarta fila restamos los elementos de la йа 
intonces el determinante inicial se transforma en otro que tiene la forma 


01,2 40 
Ж Ж Ж 
2-0 1 9 а 
0.1 Ж 0 


¡Desarrallemos este determinante por los elementos de la primera columna 


1 —2 40 
1.9 40 
1.2 0 


Adicionando a los elementos de la fila los de la tercera fila y sustrayendo 
de los elementos de la segunda fila los de la tercera fila, obtenemos 

0040 
0740 
120 


D=-| 


Desarrollamos el determinante por los elementos de la primera columna 
010 
710 


384. Calcular el determinante 


12000 
32300 
04340), 
00545 
00065 


Resolución. Sacamos del determinante los factores comunes de las columnas 
segunda, cuarta y quinta 


D= 


Jam. 


11000 
31300 
0= 2.2.5] 02320 
005241 
00031 


Restamos de los elementos de la segunda columna los de la primera: 


1 0000 
32300 
D=20%|0 2320 
o 0524 
о 0034 


Desarrollamos el determinante por los elementos de la primera fila: 


23006 
2320 
0524 
0031 


р=20. 


Sumemos a los elementos de la да fila los de la primera y sacamos 2 
(factor común'de los elementos de la primera columna) fuera del determinante: 


1300 
0620 
0521 
0031 
ОеваггоПашоз;е] determinante por los elementos de la primera columna 
620 
521 
034 


Sustraemos los elementos de la tercera fila de los de 


р= —40.) 


D=—40» 


nda y sacamos 2 


(factor común de los elementos de la primera fila) fuera del determinante: 
з 10 
D=—8-|5 —10 |. 
o 314 


Desarrollamos el determinante por los elementos de la tercera columna: 


з 1 
= —80. 640. 
D в]; || 


385. Hallar y a partir del sistema de ecuaciones 
24-2у--32= 14, 
y +2243t = 20, 
242432 = 14, 
{-Е2х--Зу = 12. 
Resolución. Escribimos el sistema en la forma 
z+ 2y4 3240-1-14, 
Ое y+ 214 3t=20, 
Bxp0y+ z+ 2t=44, 
224 3y+0-s+ 112. 


Hallamos 
1230 
0123 
Э=\зо{2 
2304 
Do los tos de la segunda columna restamos los duplos de los elementos 


elemen 
de la primera columna; y de los elementos de la tercera columna restemos 
elementos triplicados de la primera. | 


ЖА 1 23 12 3 

D=| 5 Le s |6 82 | 34 —1 |. 
E — —6 164 
21-61 Жаы 


De los elementos de la segunda columna extraemos los duplos de los elementos 
de la primera; de los elementos de la tercera columna rostamos los triplos de los 
elementos de la primera: 


1 0 о 
р=2.| 3 —2 —10 Е" pe =2 (8440) 96. 
104 
Hallamos 

11430 1.730 
02023 01023 

P= зц 2 [203 712 
21204 2.604 


De los elementos de la tercera fila restomos los triples do los elementos do la 
rimera; de los elementos de la cuarta fila restemos los duplos de los elementos 
le la primera fila: 


е 3 10 23 5 13 
о 10 23 

Dy=2| 5 La —s g |2 1482 |222] —1 —4 2 |. 
0 8-61 —8 —6 1 —á 3 1 


De los elementos de la primera fila sustraemos los triplos de los elementos de la 
tercera fila; de los elementos de la segunda fila restamos los duplos de los ele- 
mentos de la tercera fila; 


17 too 
D,=8| 1 20 =s] K НЕЯ 
—4—3з31 A 
De aquí 

Dy 

= 

386. Calcular el determinante 

ada e 
abcd 

pa a? b? с2 02|" 
аз 03 сз ds 


Resolución, Sustraemos de la segunda fila la primera multiplicada рог а; 
de la tercera fila la segunda multiplicada por а; у de la cuarta fila la tercera 
también multiplicada por a. 


1 1 1 1 а. Я, 
0 2-а ea а-а 

Y= =(b= — —a)+| b 
DAÑA ás pres Ө EE нея E 


0 02—40° с? —ас? dad? 


87 


Restamos de la segunda fila la primera multiplicada por b y de la tercera fila la 
segunda multiplicada por 5: 


4 1 
0 cb 4—Ь 
0 c*—be d?—db 


\ 


V=(b—a) (e—a) (d—a)- 


Ш 


=(b—a) (e—a) (d—a) (e—b) | A 5 | 
=(b—a) (e—a) (d—a) (0—0) (4—5) (d—0). 


No es difícil ver que el determinante examinado es igual a cero si, y sólo 
si, entre los números a, b, с, d los hay iguales. 


Calcular los determinantes: 


1-2 3 4 A Á чё 1 
2 1-4 3 1-2 -4 -8 
A A E шо 
а 3 2-4 1 4 46 04 
102000 
1210 200 
389. | 01240 2 01. 
о 01240 2 
оо 01210 
1+а 1 11 
1 i-a 1 4 
90.11 + чк я |. 
1 4 41b 


Resolver los sistemas de ecuaciones 
y—33+4t= —5, z—3y+5z—7t= 12, 
z—2:+3t= —4, 3x—5y472— t=0, 
3a42y—5tm12, 2 | бету ¿—8tmá, 
4r+3y—52=5. Tz— y+32—5t=46, 


391. 


z+2y= 5, 
3y+42=18, 

393. 524- би = 39, 
Ти +8v= 68, 

90 +101=55. 


$ 2. Transofrmaciones lineales 
y matrices 


Con ayuda de las igualdades 
ж = арг + ау, 
Y = apt + оу" 
los valores de las variables = e y se pueden expresar linealmente mediante 108 
valores de las variables z’ e y”. Estas igualdades suelen llamarse transformación 
ineal de las variables z’ e y”. Ellas pueden también ser consideradas como trans- 


formación lineal de las coordenadas del punto (o del vector) sobre un plano. 
La tabla 


Grr ац 
a au) 
se llama matriz de la transformación lineal en cuestión y el determinante 
в lr 
ап la 
ве denomina determinante de la transformación lineal. En adelante supondremos 
pii 2л también examinar la transformación lineal de tres variables 
(о sea, para el espacio) 


Da= 


== ay + any + а; 


Y = anz’ + азу + аг 


з= ayt + аму' + apt, 
donde 
011 413 Gig ац 912 йз 
@зї зз 833 31 üs: йз; 


son respectivamente, la matriz у el determinante de esta transformación 
iz A so llama regular (no degenerada) si D4 0. Si Da 


А os singular (йедепега‹ 
Las matrices 
an а a 
Co С) 
lg] üg, Ugg: 


аи а 
зе denominan matrices cuadradas de segundo у tercer orden, respectivamente. 
Para mayor generalidad varias definiciones se darán para las matrices do 
torcer orden; su aplicación a las matrices de segundo orden no representa dificul- 
tades. 


9, la 


+ Con freouencia se llama transformación lineal a las igualdades de una 
forma más general 
hiz” + aay’ + ag? + bo 


Y = аца’ + азау + agat + Das 
2= ayz + азу + agar! + bs- 


Aquí se exi 


na una transformación lineal para la cual Ьу = bp = b, = 0. 
En el análisis funcional esta transformació 


п lineal se denomina operador lineal. 


89 


Si los elementos de una matriz cuadrada satisfacen la condición amn = 


= anm, Ја matriz se Mama simétrica. 
Dos matrices 


аза зт asy 


ац аз is br bia bas 
ame а sa) y sofin а ta) 


bsi Бэз зз. 


se consideran iguales (А = В) si, y sólo si, son iguales sus elementos correspon- 
Е, 


dientes, o sea, cuando amn = bmn (m, n= 4 
Se denomina suma de dos matrices A y B a 


аз 413 йз bir bie bis) 


азу аз: Dar bas Day 


ац 


азз 


БР аз bra лм) 


3). 
iz definida por la igualdad 


аа-а 02-62 азза 
аз ӧз. аза зә ауз 0, 


Se llama producto de un número т por una matriz А а la matriz definida 


ац 019 аз тац таз тау 
m-| agı аы azs |= | maz; mazz таза |. 


рог la igualdad 


азі аза аза; 


таз тазу тауу 


El producto de dos matrices A y В se designa por el símbolo AB y se define 


por la igualdad 


ап а tis) уби Mg 
АВ = (e. аш аз (o. ba 
азі aag das” Mar bsa 


E 41 
У abn Х,а 


FE 
3 3 

= [Y can У uta 
= ЕЙ 
3 з 
У аал У аз 
=: ў 


bis 
ь)- 
bss 
` 


абз 


3 
К 
ja 
3 
NI 
f 


аљ, 


ауз 


о воа, el elemento del producto matricial que está en la i-éstma fila y k-ésima columna 
ез igual а la suma de los productos de los elementos correspondientes de la і-ёзіта 
fila de la matriz A por la k-ésima columna de la matris В. 

Hablando en general, la ley conmutativa no se cumple con respecto al 


producto de dos matrices: AB + BA. 


El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de los deter- 


minantes de estas matrices. 


Se llama matriz nula a la quo tiene todos los elementos iguales a cero. 


000 
(o o o)». 
000, 


Si a esta matriz se le suma cualquier otra matriz A se obtiene: А + 0 = А. 


Se denomina matriz unidad a la matriz 


v10). 


100, 
є( ) 
0 0 1. 


\ Al multiplicar esta matriz, tanto por la Зон. como рог Ја derech; 
la matriz A, se obtiene la matriz A: ЕА = AE = А. А una matriz uni 
corresponde la transformación lineal idéntica: 


asd; уту, 2 


Рі 


РА 


Toda matriz cuadrada А que sea regular (D4 + 0) tiene la denominada 
matriz inversa. 

Una matriz B se dice inversa respecto a la matriz A si el producto AB es 
igual а la matriz unidad: AB = Е. 

Para la matriz inversa de А se adopta la connotación А-1. 

La matriz inversa se encuentra por la fórmula 


Ay/Da An/Da Ay/Da 
(дыю An/Da Anpa) , 
Арл Аз!рл Азра 


donde Amn ез el complemento algebralco del elemento de la matriz amn en su 
determinante, o sea, el producto del menor de segundo orden, obtenido por el 


tachado e la m-ésima fila y n-ésima columna en el doterminante de la matriz А, 
ad 


Al multiplicar las matrices A y A- se cumple la ley conmutativa, о sea, 
AA = ATA = E. 
Se llama matriz columna a 


ы 
=, 
3 
El producto AX se define рог la igualdad 
а бз 813 ы) arit, Harata | 01923 
Ne ев 


Ta) За; 


аза 432 93 
El sistema de ecuaciones 


aH Agata 


O) 
аша аза аата bas 


азу азата Y 03979 = ba 
se puede escribir en la forma A. В, donde 
да бїз йаз лү by 
„ ЕД) а), 
ag, 032 Cay чу by 


La solución de este sistema tiene la forma X 
Se denomina ecuación característica de la matriz 


(254) 


зї Car gy 


AB (si Da 9 0). 


a la ecuación 
а^ аз аз 


аһ ah бз 
| an вы 


EN 


Las raíces de esta ecuación Ay, Ay, 2 se llaman números característicos de la 
matriz; son siempre reales si la matriz inicial es simétrica. 
El sistema de ecuaciones 


{ (а11—А) Es + 01252 + аз 


Air 092—0 Esq йа =0, 


а азд 
en el cual 2 adopta uno de los valores 24, Az, às y cuyo determinante, еп virtud 
de esto, es igual a cero, define el triplete de números (Ey; Es; Es) correspondiente 
а este número característico. 

Este conjunto de tres números (£,; Es; Es) determina al vector r = Et + 
+ Б + Eak llamado vector propio de una matriz. 


394. Hallar la suma de dos matrices 


з ST 12 4 
(2-10) y a. 23 a). 
4 32 40 4 


Resolución. Tenemos 
BHI 5+2 74-4, 47 11 
ав (+2 анана) -(4 2 -). 
4—4 3+0 24-4 зз 3 
395. Hallar la matriz 244-58 si 


а) 2-( з) 


Resolución. Tenemos 


24=(% р) зв (6 Жү) ý зав (19 Ea) 8 


396. Hallar los productos de las matrices AB у ВА si 


131 2 10 
2809) y 5-{! =й 2). 
123, 3 24 


Resolución. Tenemos 
(ааз 1443()4+1:2 1-043:2444y, (i o 5 


2-24-0-144-3 2-140 (—1)+4-2 2-040-244:4]=| 16 10 4 
1.242:1443:3 1-14+2(—1)43-2 1-042-243-1 13 57 
2414 1-240:1 2.341-04-0-2 2:441:440-37 4 6 6 
aan (1 2+2-1 1-31-042-2 наза) (3 y з). 
34142:241-1 3-342-041-2 3-14-2-44-1-3/ \8 11 14 


397. Н; 3 зі az 
7. Hallar Аз зі а-( 2): 
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Resolución. Hacemos 
Dr 18) 
“н e 2) 33414 ао) (и з) 


3= да.А = г 
дати (та 4/7 \эм-нв 14472) go 86 


398. Dada la transformación lineal т=з + y +z, у= 
= 7' + y, 2 = т', y los puntos en el sistema de coordenadas a”, y”, 
а: (4; —1; 1), 6 —2; —4), 45 3). Determinar las coorde- 
nadas de estos puntos en el sistema z, y, 2. 

Resolución. Sustituyendo las coordenadas de 19а or al las be jodo que 


definen la transformación lineal dada, obtenemos: 
NE mo 


entonces z = 
entonces z = —ô, y = —3, 2 =— 

399. Escribir la transformación lineal del problema precedente 
para pasar de las coordenadas z, y, z a las coordenadas 2”, y”, 2'. 

Resolución. Tenemos z” la tercera igualdad); у = y — z (rostamos 
de la segunda igualdad la tercera); 2 = z — y (restamos de la primera igualdad 
la segunda). 

400. Dada la transformación lineal z =x' + 2y', y =31' + 
+ 4y'. ¿En qué puntos ella no cambia sus coordenadas? 

Resolución. Hay que encontrar z e y, si Y y = y', o soa, 1 = z + 2yr 
y = 3z + áy. Por consiguiente, z = Y = 0, y = у 

401. ¿En qué puntos la transformación lineal z = 34' —2у, 
y = 5z' — 4у no cambia sus coordenadas? 

Resolución, Tenemos z = = бх — áy. Por consiguient 
у tó Тепепор iranalocmacióa lineal no cambia sus oorde 
los puntos (t; 1) con iguales coordenadas. 

402. Hallar el valor del polinomio matricial 24?%+34+5£ 
para 


о soa, [= 


112 
= (: 3 ) si Е ез la matriz unidad de tercer orden. 
411 


Resolución. Tenemos 
112 ¡112 10 6 5, 20 12 10 
к(а) (аз) (ои в), (1 2 2). 
411) Mia э 810 18 16 20 
336 100 500 
м-( 292), se-s(010)=(050). 
1233 001 005 


28 15 16, 
занне (1 36 s). 


30 19 28 


эз 


403. Se dan dos transformaciones lineales 2 = аца" + азау, 
у = аца? + az" y 2 = bna” + Бузу", y' = Был" + baay”. Sust 
tuyendo т/ e y” de la segunda transformación en la primera, obtendre- 
mos una otra transformación lineal que expresa т e y por medio 
de z” е y”. Mostrar que la matriz de la transformación obtenida es 
iguaL.al producto de lar:matrices de la primera y segunda transfor- 
maciones. 


Resolución. Tenemos 
== an (buz" + bray") + ола (02? + brav” 
= (иби + ааба) 2% + (аца + araban) 1% 
Y = аң фиг” + ау”) + аз (Bara? + baay") = 
= (паби + авабы) 27 + (ааба + абы) y". 
La matriz de la transformación lineal obtenida tiene la forma 
(Cuba ен анаан) 
ааа Беара аара азаа 
ап аз bir bra 


о sea, es el producto de las matrices ( 


404. Se da la matriz G 3). Hallar su número característico 
y los vectores propios. 
Resolución. Escribimos la ecuación característica 
| 5% 
4 3% 


los números característicos son A, = 1, As = 7. Hallamos el vector propio, corres- 
pondiente al ег número característico, del sistema de ecuaciones 


ЕЯ 

A+ (8) ES 

como M = 1, entonces E; y Ez están vinculados por la relación 25; + £¿ = 0. 
Haciendo E, = а (2 es un número arbitrario), obtenemos &; = —2% ы 


vector propio correspondiente al número característico Эл = 1,евгү = ai — 
Hallamos el segundo vector propio. Temenos 


{ (5— da) +28 
AH (3— Aa) Es 


Sustituyendo el vector de A, = 7, llegamos a la relación $; — Ej = 
o soa, = В. De vector propio correspondiente al segundo número сагас- 
terístico sirve т; i + Bj. 


405. Hallar los números característicos y los vectores propios 
1 


=u, o Шеп (5—5) (3—А)—8=\, о sea, А284 


3 —1 
de la matriz (= 5—1 
1-1 3 
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Resolución. Escribimos la ecuación característica 
| 
—1 5k4 —1 

1 134 


о sea, 
ii асаа ile ai 


ués de efectuadas, las transformaciones elementales, la ecuación se 
пако а forma (3 — А) A? — 83. + 12) = 0, de donde À, = 2, 24 = 3,3 = 

о ые ино елор ешо ааа и 3: 
Del ш de ecuaciones 


њ+5=0, 
— E, 
+ь=0 


(una de las ecuaciones de esto sistema es la consecuencia de las otras dos y puedo 

ser panada) һаПапи т 0, = = —E;. Suponiendo $; = а, entonces 
жа E aya 

ir vector propio correspondiente al valor As = 3. Obtenem 


el 


(опа de ostas основ sa la conoccuencia de las otras dos), Do aqui 
= n= 
алов а! чек ере нерсе al valor de Аз = 0. Conforma- 
mos el sistema de ecuaciones 


| 4r irt у= 


(de nuevo una de jas орг соза ое la pp ar sde las at жй. Resolviendo 


esto sistema, hallamos E” Y y ту = yi — 2yi + yk. 
Do este modo los vectores p dada tenen la forma r, = 
ег =f ( „ donde æ. В, y son 
números arbitrarios 
322) 
406. Dada la matriz A=|1 3 1}, hallar la matriz inversa. 
534 
Resolución. Calculemos el determinante de la matriz A: 
322 
Da=|131 24=5. 


534 


95 


Halamos los complementos algebraicos de los elementos de este determinante: 


Por consiguiente, 
9/5 —2/5 ia) 


=-( 1/5 215 —1/5 
—12/5 15 7/5. 


407. Resolver el sistema de ecuaciones 
2х--3у--2з:= 9, 
z+2y—3:= 14, 
Зх--4у-- z= 16, 
representándolo en forma de ecuación matricial. 
Resolución. Escribimos el sistema en la forma AX = B, donde 


23 2 9 
a=(12 з). x ). 2-(u). 

за 4 46 
La solución de la ecuación matricial tiene la forma X = 4А -1В. НаЦешоз 


А-1, Tenemos 


23 2 
12 —3 |=28—30—4= —6. 
34 1 


Calculamos los complementos algebraicos de los elementos de este determinante: 
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de donde 


126-4-70—208, 
а-ти) 
1814-16 


Рог lo tanto, z= 2, у = 3, - 
408. Normalizar el vector х = 31 + 4) + 12k. 


Resolución. Normalizar el vector х = &,# + j + Esk significa hallar el 
vector unitario del mismo sentido. Tal vector es 


х= (ИЧИ FEFE. 
En el caso dado х, = (3/13) і + (4/13) j + (12/13) k. 


$ 3. Reducción de las ecuaciones generales 


de las curvas y superficies de segundo orden 
a la forma canónica 


Las expresiones que tienen la forma 
апа? + 20132у + apay? 


аца? + agay? ~ аззг? + Zaygzy + 211 + 2a99y2 


se llaman formas cuadráticas de dos o tres variables, respectivamente. 
Las matrices simétric: 


ap= pe йө), ‚ donde аз = ays, 


Ary Aiz бз 
AP =| azı а a). donde а, 


25 вз =з Y 432 = аза 
аз аза азу 


se denominan matrices de estas formas. 

Con ayuda de la transformación lineal de variablos las formas cuadráticas 
pueden ser transformadas en formas que no contienen los productos de nuevas 
variables (reducidas, como se dice, a la suma algebraica de los cuadrados): en 
otras palabras, la forma cuadrática de dos variables puedo reducirse a la forma 
Ma’? 1- Уу, y la forma cuadrática de tres variables, a la forma z’? -+ Agy’? + 
+ haz"? En este caso los coeficientes Ay, As, Аз son úmeros característicos 
de las matrices de las formas respectivas. 

La correspondiente transformación lineal de variables se puede hallar del 
modo siguiente: se determina un triplete (para la forma cuadrática de dos 
variables, un par) de los vectores propios ortogonales normalizados de dos en 
dos que corresponden a Jos números característicos %1, As, As: 


AS 
e= ti H Baj Hyak, 
¡4 Baj тәк. 


e 


e= 


1-0377 от 


jad y ortogonalidad de los vectores ey, ez, ез deben cum- 
plirso las identidad 


ale pido t; 1123 ay Biby + туу = 0, 


а= 4, 


3, tal 
Entonces la matriz de la transformación de variables tiene la forma 
о а. Uy 
(6 Ba м) ; 
Ya Va Ya 
„ hay que poner 


con otras palah 


= от азу! 


= Ва аи Bar, 
т ЛЫ лас 
(para el caso de dos variables todas las fórmulas se simplifican respectivamente, 
Tal transformación de variables ha recibido el nombre de transformación ortogonal 
lineal: en este caso el doterminante de la matriz 5 ез і, +l: D +i. 

La transformación ortogonal lineal se utili; ага reducir а la forma сапбщ- 
ca la ecuación general, de una curva o superficie de segundo orden; en este caso, 
si se quiere mantener la orientación mutua de nuevos ejes de coordenadas, se 
impono sobre la matriz de la transformación S una condición adicional: Ds = 

La reducción de la ecuación de una curva o superficie de segundo orden a la 
forma canónica se efectúa del modo siguiente: 

а) se encuentra aquella transformación ortogonal lineal do coordenadas que 
reduzca la forma cuadrática do los términos de mayor grado de la ecuación de 
la curva o superficie а la suma de los cuadrados y so realiza еп la ecuación la 
sustitución correspondiente. Como resultado de esta transformación se eliminan 
de la ecuación los términos que contienen los productos de las coordenada: 
b) efectuando luego una traslación paralela de nuevos ejes do coordenadas 
el espacio a veces hay que Ilovar a cabo, además, un giro adicional do dos 
ejes en uno de los planos de coordenadas), se reduce la ecuación а la forma canó- 
піса requerida. 


409. Reducir a la forma ca ica la ecuación de la curva 

5z? + 4ху + 8y? — 322 — 56y + 80 = 0. 

Resolución. En el caso dado la matriz de los términos de grado superior 

Чеге la forma А = [5 g |- 

Escribimos la ecuación característica de la matriz: 
5—% 2 

| 2 ias 

Hallamos los números característi = 4, à= 9. Haciendo 4 = 4, 

para determinar el vector propio respectivo obtenemos el sistema de ecuaciones 

E+$ 

SS 


De aquí E, = —2$: haciendo Es = —а, hallamos E = 2a у т = a (2i — j) 
Normalizamos el vector г: 


e=(2/ V5)i— (1 15) і. 


h sea, 1 43A4-36=0, 


¡Suponiendo A, = 9, para determinar el segundo vector propio obtenemos 
el sistema de ecuaciones 


{ 4+2=0, 
2—т 

De aquí da = 2 y т, = В (i +23). Norm; 

e=(1/ V5) 14(/ У5)). 


Los vectores e, y e, son ortogonales: e,-e, = 0. 
Utilizamos los vectores propios ortogonales normalizados para la construc- 
ción de la matriz de la transformación de las coordenadas 


s-( zı v5 ар Dat 
=4V5 2V5 


ndo, determinamos 


De aquí 
а= (0705) (0 VB, у=(—1/ V5) z+ (21 15)". 


Con las expresionas halladas рага z е y sustituimos en la ecuación do la 
curva 


кыл 


de donde, una vez suprimidos los paréntesis y reducidos los términos semejantes, 
obtenemos 


8 144 


4940 Ук 


P=. 


Notemos que en la ecuación transformada los coeficientes de x’? y y'2 son 
(como era de esperar) los números característicos A, y Aş. Volvemos a escribir la 
ecuación de la forma 


ee) (Ey) вое, 


Completamos los cuadrados de las expresiones entre paréntesis: 


TOET E 


o bien, 


a(z ут) A 


o finalmente, 


Efectuamos una traslación paralela de los ejes de coordenadas haciendo 
2% = —1/V 5, у" = у —8/Y 5; obtenemos 


417+ 9у7 = 36, о bien, "2/9 -+ у"2/4 = 1 


(es la ecuación canónica de una elipse). 
410. Reducir a la forma canónica la ecuación de la curva 
Ya? + 24xy + 16y* — 2307 + 110y — 225 = 0. 
Resolución. La ecuación característica tiene la forma 
IU» Ї: 
12 16— 


0, А = 25. 
0 obtenemos el sistema 


ación E,/4 = Es/(—3). Por consi- 
Г 3), y cuando а = 1/5 


vector propio de la а (4i — 
(415) і — (8/5) j. 


uiente, iz sirvo 
Falamos el vector propio normalizado е, = 
Si А == 25 obtenemos el sistema 


Do un modo análogo encontramos do esto sistemi 
walizado es == (3/5) i + (4/5) 3 (елед) = 0). 

La matriz do la transformación de las coordenadas tiene la forma 

4/5 3/5 

(los 45 


1 segundo vector propio nor- 


) (Ds=1); 


las fórmulas de transformación son z = (4/5) ' + (3/5) y”, y = (3/5) 2' + 
+ iit la ecuación de la curva do la forma 

(З= + 4y) * — 230z + 110y — 225 = 0, 
pasamos a las nuevas coordenadas: 


ya (Erro (и 


25=0, 


Después de reducir los términos semejantes y simplificar dividiendo por 25 
Mogamos a la ecuación 


y?—10r — 2y — 9 = 0. 


La última ecuación puedo ser reescrita de la forma (y — 49% = 10 (z' + 1). 
Efectuando una traslación paralela de los ejes, tomamos como muevo origen de 
coordonadas el punto 0” (4; 1). Finalmente llegamos а la ecuación canónica 
Че la curva dada y”? = 102° (una parábola). 


411. Reducir a la forma canónica la ecuación de la superficie 
Ba + 5y! + 322 — 22y — 222 — 2yz — 12r — 10 = 


100 


Resolución. Aquí la matriz de los términos de grado superior de la ecuación 
de la superficie tiene la forma 


ТЕД, 


Jos números característicos de la matriz se encuentran a partir de la ecuación 


з— 4 1 
—1 5—5 —1 
1-1 3 


quese reduce a la forma (3 — А) (2% 


ВА + 12) = 0; de aquí hallamos Ay = 2, 


3, M =0. 
Para À = 2 obtenemos el sistema 


шу uu 
{ — ш+3и 

шиа eu =0. 
Al valor indicado de А le corresponde el vector propio (a; 0; —a). Después de 


efectuar la normalización llegamos al vector e, = (1/У 2) i — (ИУ 2) k. 
Para A = 3 obtenemos el sistema 


— 4+0=0, 
( = 01 +20 —23=0, 
q e 


из =0, 


De aquí hallamos el segundo vector propio normalizado е, = (1/V 3) i + 


ay I у) k. L tol t : өе, = 0. 
AN am Sr ө жа ei 


— 3w — w+ 
| = ш з= 
w, —w—3uy =0. 


De vector propio normalizado correspondiente (tercero) sirve ез = У) 1 
— (21076) j + (11/78) k, ortogonal а los уесіоз уер: еер = 0, ее = 
. Hallamos la matriz de la transformación de las coordenadas: 


пу үз uvyē 
( o музаи), 
1/4/24 V3 иу 
De aquí obtenemos las fórmulas de transformación de las coordenadas: 
2 (1 VÐ 2H VIa VO, р (01 VD) и (07 У) 2, 
(1 VD 2 +0 УЗ) y + Уб) 2". 


Sustituyendo las expresiones рага 2, y, z en la ecuación de la superficie, después 
de simplificar obtenemos 


2124 3y 246: 


—6 VĒ z —4 V3 y’ —2 Уб: —10=0. 
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Los coeficientes de 272, y'3, 272 son, como era de esperar, los números Ay, Аа, 
Аа. Escribimos la ecuación de la forma 


(e Ут e) (02 Ут и) +6 (22— Ук x)=. 
lo que, una vez completados los cuadrados de las expresiones entro paréntesis, 
тон 
aiy 5 38 А 2 кайг 2 
2 (+ — > z) (r — Уз Ее só 75) =2. 


Efectuando una traslación paralela de los ejes de las coordenadas рог las 
fórmulas =" HYZ, у = у" 27 ҮЗ, 2 =2* +4 YU y dividiendo 


la ecuación por 24, llegamos a la ecuación canónica del elipsoide 2"2/12 + 
+08 291-4. 
584 
412. Dada la matriz A=(3 25 |. ¿Qué matriz B hace falta 
760 


adicionarle para obtener la matriz unidad? 


413. Dada la matriz A=|1 2 1). hallar la suma de las mat- 


142 
ricos A-A +E. 


(10 20 — 30 
414. Dada la matriz ^-( 0 10 2). hallar Ја matriz 
оо 10, 


inversa, 
415. Se dan las dos transformaciones lineales 


ant азу + ауз", Y = ацл + азу + ау, 
2 = amz’ + азу -i азу 
a! = bax” de bay” + biaz”, y! = bag” de basy” + Daga”, 
2 = Бил" + bay” + База". 
Sustituyendo z’, y”, z' de la segunda transformación en la primera 
obtendremos la transformación lineal que expresa z, y, 2 por =", 
y”, 2”. Mostrar que la matriz de la transformación obtenida ез igual 


al producto de las matrices de la primera y segunda transformaciones. 
416. Hallar los números característicos y los vectores normaliza- 


dos propios de la matriz (El A) y 


417. Hallar los números característicos y los vectores propios 
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de la matriz [15 1]. 


314 
418. Reducir a la forma canónica la ecuación de la curva 52° + 
+ бту + 5y? — 167 — 16у — 16 = 0. 
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419. Resolver el sistema de ecuaciones 
\ 3z 1-4у= 11, 
Бу-- ба = 28, 
2-022= 1, 
representándolo en la forma de ecuación matricial. 

420. Reducir a la forma canónica la ecuación de la curva 722 + 
+ 167y — 23y? — 14r — 1бу — 218 = 0. 

421. Reducir a la forma canónica la ecuación de la curva 2° + 
+ 22у + y? — 8r 4 0. 

422. Reducir a la forma canónica la ecuación de la superficie 
at -+ 5y? + z? + 22у + буз + 2yz — 6 = 0. 

Indicación: las fórmulas de transformación de las coordenadas son: 
х VI rH Иё»--(@/ 2D, 1 Vz Hl VE) vw, 
@/ VIr VO y—(1 VIr. 

423. Reducir a la forma canónica la ecuación de la superficie 
2r? -4 y? 22%- 2xy ут х — áy — 32 +2 = 0. 
Indicación: las fórmulas de transformación de las coordenadas son: 
z= —(1/ YD) r —(1! y 
КӨ — (1 Y 


y=— 


424. Dada la transforma 
= 1807 + 2y + bz, z 
coordenadas que se duplican como resultado de esta transforma 

425. Se dan dos transformaciones lineales: 
“+ +2, у 
“чт 2, у=} 
Hallar los puntos para Јох с 
da el mismo resultado. 

426. Hallar los puntos с rdenadas no cambian 
la transformación lineal r — z’ cosa y sena, y~ 2 
+ y cos a. 

427. Hallar un conjunto de los puntos cuyas coordenadas cam- 
bian de lugar al emplear la transformación lineal r = 7° сох a — 
— y sena, y = z’ sona — y соз а. 


emplear 
кеп а + 


$ 4. Rango de una matriz. 
Matrices equivalentes 


Se da la matriz rectangular 


CS 
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Escojamos en esta matriz k filas arbitrarias y % columnas arbitrarias (k < m, 
k< п). El determinante de k-ésimo orden compuesto por los elementos de la 
matriz A situados en la intersección de las filas y columnas escogidas se Паша 
menor de k-ésimo orden de la matriz A. La matriz A tiene C%,-CA menores de 
k-ósimo orden. 

Examinemos todos los menores de la matriz A distintos de cero. Se denomi- 
na rango de la matriz A el orden mayor del menor de esta matriz, distinto de 
cero. Si todos los elementos de la matriz son iguales a cero, el rango de esta 
matriz se toma igual a cero. 

Todo menor de una matriz, distinto de cero, cuyo orden es igual al rango 
de esta matriz recibe el nombre de menor básico de la matriz. 

El rango de la matriz A lo desiguamos por r (А). Si r (А) = r (B), las 
matrices А у В se dicen equivalentes. En este caso se escribe Л ~ В. 

Es útil tener en cuenta ngo de una matriz no cambia al efectuar 
nsformaciones elementales se entienden: 
por las columnas y la sustitución de las colum- 


n de una fila con todos lus elementos iguales а coro; 
4) la multiplicación de cualqi istinto de cero; 
5) la adición de los elementos de una fila а los elementos correspondientes 


de otra. 
123 4 

428. Determinar el rango de la matriz ( 46 з). 
3 6 9 12, 


1000 5 
429. Determinar el rango de la matriz (o 000 о), 


1200011 
Resolución. Tachando en esta matriz la segunda fila y luego las columnas 


segunda, tercera y cuarta obtenemos la matriz | equivalente a la dada, 


211 
Como 211 | 1 0, el rango de esta matriz es igual a 2. 
(357 
430. Determinar el rango de la mu 23 
135 


Resolución. Sumamos los elementos correspondientes de las filas primera 


y tercera: 
357 4812 
(123)-(: 2 з). 
135 КЕ; 
Dividimos por 4 los elementos de la primera fila: 
357 123 
( Е 2 з). 
135 135 
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{ De los elementos de la primera fila restemos los elementos correspondientes 
de la segunda fila: 
357 000 
( 12 з) - ( 12 з) 
1354 \135 


Tachamos la primera fila 
3517 
123 
(1з) 0123). 


135 
El rango de la última matriz es igual а 2, puesto que, рог ejemplo, 
| 3l 4 0. Por consiguiente, el rango de la matriz dada también өв igual 


4322 
431. Determinar el rango de la matriz ( 21 '). 
0033, 


Resolución. De los elementos de la cuarta columna sustraigamos los de 
la tercera columna: 
4322 4320 
(" 21 1)-(u2 1 o). 
0033 0030 
Borramos la cuarta columna 
4322 432 
(o 21 )-(02 ). 
0033 003 


=24 + 0, el rango de la matriz es igual a 3. 


432 
024 
003 
432. Determinar el rango y hallar los menores básicos de la 


matriz 
10200 
alo 102 o). 


Como 


20400, 


Resolución, Tenemos 


10200 1020 1020 
(01020)-(0152)-(0102)- 
20400 2040 1020 


үет 1020 дз 
lo 2) (оо) => 


00.00 


Los menores básicos sontlos de segundo orden de esta matriz, distintos de cero: 
тор jtoj qua zoj aaj jo2 
|+ oel ltal sale lEs 20 


10 
> las): 4 ole 


Así, pues, la matriz А tiene 8 menores básicos. 
433. ¿Cuántos menores de segundo orden tiene la matriz 
[as аз ays 
A=| da аш аш)? 
аз as аз, 
Escribirlos a todos. 
Resolución. La matriz tiene Cj-Cj = 3-3 = 9 menores de segundo orden: 
а а 


аза азу 
вз аз 


ай аӊ) |а аа 
аз азз 


ап а 


а= аз 


азу аз!” [аза ass 
|е а 


ап а 


аз аз an з 


аз: ly вз! аз: А 92: laa 9и a А 
А 5А А 

434. Determinar el rango de la matriz a-( aS t ш). 
А —2+—3m 

1236 

435. Determinar el rango de la matriz ( 23 

31 


0200 
436. Determinar el rango de la matriz a-f 004] y ha- 
0 0 3 
llar sus menores básicos. 


12134 
437. Determinar el rango de la matriz a-f 426 s) y ha- 


12134 
llar sus menores básicos. 


$ 5. Investigación de un sistema 
de m ecuaciones lineales con n incógnitas 


Se da un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas 


Apt Hot tn =, 
| cant t 


атара w 


ата Батат Ё... Батага =bm: 


Se llama solución de este sistema а un conjunto de n números (т; ту; 
los cuales, una vez sustituidos en lugar de las incógnitas en las ecuaciones, cor 
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vierten en identidades estas últimas. Un sistema de ecuaciones se Пата compa- 
tible si tiene, por lo menos, una solución (тү; Za; - - -i т„). Si un sistema no tiene 
ninguna solución, se denomina incompatible. 

Un sistema compatible se dice determinado si tiene una sola solución e 
indeterminado si tiene más de una solución. 

Las matrices ` 


йаз Giz штп 


Am[ a en] у д 


ата йт: Чп 


han recibido, respectivamente, los nombres de matriz y de matriz ampliada del 
sistema (1). 

Para la compatibilidad del sistema (1) es necesario y suficiente que el rango 
de la matriz del mismo sea igual al rango de su matriz ampliada (teorema de Кто- 
necker — Capelli). De este modo, el sistema (1) es compatible si, y sólo si, 
r (А) = r (Ау) = г. En este caso el número г se llama rango del sistema (1). 

bi = ba =... = bm = 0, el sistema de ecuaciones lineales (1) se 
denomina homogéneo. Un sistema homogéneo de ecuaciones es siempre com- 
patible, 
Si el rango de un sistema compatible es igual al número de incógnitas (о sea, 
n), el sistema es determinado. 
Pero si el rango de un sistema compatible es menor quo el número de incóg- 
nitas, el sistema es indeterminado. Detengámonos en el último caso. Suponga- 
mos que el sistema (1) es compatible y г < п, Examinemos un menor básico 
cualquiera de la matriz A. Escojemos en este menor una fila arbitraria. Los 
elementos de esta fila son los coeficientes de r incógnitas en una de las ecuaciones 
del sistema (1), A estas r incógnitas las llamamos incógnitas básicas del sistema 
de ecuaciones dado. Las demás п — r incógnitas del sistema (1) las denominaro- 
mos incógnitas Independientes. 

Escogemos en el sistema (1) un sistema de 7 ecuaciones entre cuyos coofi- 
cientes se contienen los elementos del menor básico. Dejemos las incógnitas 
básicas del sistema escogido en los primeros miembros de las ecuaciones y trans- 
ponemos a los segundos miembros los términos quo contienen incógnitas inde- 
pendientes. En el sistema de ecuaciones obtenido expresemos las incógnitas 

ásicas por medio do las independientes (por ejemplo, por las fórmulas de 
Cramer). 

Ahora bien, asignando а las incógnitas independientes valoros arbitrarios 
se pueden hallar los respectivos valores de las incógnitas básicas. Por lo tanto 
(de esto ya hemos hablado anteriormente) el sistema (1) tiene un conjunto innu- 

merable de soluciones. 


r 


E 


аус Әла - Злу Ад 
27, + Ux,4+ 12234 252, 422r, = 4. 


matriz ampliada 
1 35 
A ( — 3 
2 1142 
Con la raya vertical hemos separado los elementos de la matriz del sistema (de la 
matriz А) de los términos independientes del sistema. 
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Adicionamos a los elementos de la segunda fila los elementos correspondien- 
tes de la tercera fila: 
135 7 9/1 
^-( 9 15 21 27 ). 
4 


2 11 12 25 22 
Dividimos todos los elementos de la segunda 
1357 эн 
si 3579 2). 
2 11 12 25 2214 
Restamos de los elementos de la segunda fila los elementos correspondien- 


tes de la primera fil 
135 7 9/1 
a (o 0.000 1): 
2 11 12 25 2214. 
135709 
CTO (0553). 
2 11 12 25 22 


No es difícil ver que r (А) = 2, r (41) = 3, o sea, r (А) + r (41); por consi- 
РЕКА I Ё Ол 


439. Investigar el sistema de ecuaciones 
ж +2 -+-3ху= 14, 

3x,+2x2+4+ 2=10, 

+ + у= 

22,324 ау=5, 


por 3: 


a+ 1-3. 
Resolución. La matriz ampliada del sistema tiene la forma 
12 3/4 
32 1|10 
A=fi1 |6}. 
23—1| 5 
11 ola 


Adicionamos los elementos de la segunda fila a los elementos corres- 
pondientes de las filas primera y cuarta; 


ҮТЕ: 
з21 [10 
а-аа [е 
550|15 
1101 3 
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_Dividamos los elementos de la primera fila рог 4 y los de la cuarta fila 


por 5: 
114] 6 
321|10 

А | її o]. 
110| з 
110] 3 


Restamos de los elementos de la tercera fila los elementos correspondientes 
de la primera fila y de los elementos de la quinta fila los de la cuarta; 


1114] 6 
324|10 
A-|ovo| o 
110| з 
ооо] о 


Borramos las filas tercera y quinta: 


114] 6 лаз 
mp2 w): ае (221). 
110 


110 
Hallamos el determinante de la última matriz: 


оо 
321 
ИП 


аа 
321 
110 


—! = 0. 


Por consiguiente, r (А) = 3. El rango de la matriz ampliada también es 
igual a 3, ya que el determinante hallado es menor de la matriz Ay. 

De este modo, el sistema es compatible. Para su resolución tomemos, рог 
ejemplo, la primera, tercera y quinta ecuaciones: 


si-t 2174 3x9 = 14 
Vat a+ nms, 
ана =à 


De aquí hallamos fácilmente que z; = 1, 22 =2 з; 
440. Investigar el sistema de ecuaciones: 
| 214572 + 42,432 


21,— 22422 20, 
Эх, + За, 8234 23 =1. 

Resolución. Tenemos 

1 54 3 

2121 1-1 

5 38 1 


A 


). 
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Restamos de la tercera fila la primera: 


1 5 4 СЕ 
A~ ( = 21 o) 
4—2 4 —210 


Dividimos los elementos de la tercera fila por 2 у restamos luego de ella 
la segunda fila: 
t 54 3 
- Е —1 2 10 


ооо о 


Borramos la tercera fila: 
1 5 4 3/1 
sz =i Alo) 
No es difícil ver que r (4) = r (41) = 2. Por consiguiente, el 


patible. 
Tomamos la primera y segunda ecuaciones del sistema dado: 


2457 +4 +30 =l, 
2r— {+-2в,— 720 
Adoptamos como básicas las incógnitas з, y ту. Esto so puede hacer, puesto 
que el determinante E 5 cógnitas 


distinto de cero. De incógnitas independientes sirven ту y тү. Excribiendo el 
sistema de la forma 


tema es come 


formado por los coeficientes de estas 


7 2 
нате“ 


Haciendo xy = u, z4 = v, obtenemos la solución del 


b uto ари H а 
TA ot e 


Asignando a-u y v diferentes valores númericos obtendremos distintas soluciones 
del sistema de ecuaciones dado. 


Investigar los sistemas de ecuaciones: 
За, 22,=4, 

21— inm — 

444. Ta, + 102, = 12, 
l 5л, р 6r,=8, 
31,—16x,=— 


tema de la forma 


а= 


ЛЕЯ 
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+ 5r + бшуш 1, 

442. $ 2x,+107,+ 82,=3, 
3x, + 152, +12x,=5. 
21—32 +21 == 

443. 214914 6x3=3, 
1,432 + 4ту= 1. 


$ 6. Resolución de un sistema 
de ecuaciones lineales por el método 
de Gauss 


La solución numérica de las ecuaciones algebraicas lineales con ayuda del 
determinante es cómoda para un sistema de dos y tres ecuaciones. Sin embargo, 
en caso de un número mayor de ecuaciones es mucho más ventajoso utilizar el 
método de Gauss que consiste en la eliminación consecutiva de las incógnitas. 
Aclaremos la esencia de este método tomando a título de ejemplo un sistema de 
cuatro ecuaciones con cuatro incógnit 


antt agy +H 41325 agt а= ау, (a) 
(b) 
(©) 
(a) 

Supongamos que аң з 0 (si аң = 0, cambiamos el orden de ecuaciones 
aligiendo cómo primera ecuación wna en la cual el coeficiente de х по sea igual 
a coro). 

Primer paso: dividimos la ecuación (в) por a, multiplicamos la ecuación 
btenida por ш y la restamos de (b); luego multiplicamos por оз, y restamog 
de (e); por último, multiplicamos por а y restamos de (d). Como resultado del 
primer paso llegamos al sistema 


(е) 
(1) 
(s) 
(h) 


Con ello byy ве obtiene a partir de apy por las fórmulas siguientes: 
0= 2, 3, 4, 5 
23,4 j= 2, 3, 4, 5). 


biy = aylan 


Фу = ау — вау 0 


Segundo paso: procedemos con las ecuaciones (f), (g), (h) del mismo modo 
que con las ecuaciones (а), (b), (с), (d), etc. En resumidas cuentas el sistema 
inicial so transforma reduciéndose а la Mamada forma escalonada»: 


T-t Dal yg yal = biss 
еее 


А partir del sistema transformado todas las incógnitas se determinan suce- 
sivamente sin dificultad. 


ч 


ААА. Resolver el sistema de ecuaciones 
36,472 5,28у-- 6,342= 12,26, (a) 
7,337 +28,74y + 5,86: = 15,15, (b) 
4,6321 6,31y +26,177=25,22. (e) 


Resolución. Dividiendo la ecuación (a) por 36,47, obtendremos 
z + 0,1447y + 0,1738: = 0,3361. (m 
Multiplicamos la ecu: ción (*) por 7,33 y el resultado lo restamos de (b); obtene 


mos 
27,6793y + 4.586: = 12,6864; 


n (*) por 4,63 y el resultado lo restamos de (с): 


ahora multiplicamos la ecuaci 


obtenemos 
5,64y + 25,3053: = 


3,0039. 


Asi, pues, Megamos al sistema de ecuaciones 


(210193 +, 4.5802 ta) 
5,64y + 25,30532 (е) 
Dividiendo la ecuación (d) por 27,68, tenemos 

y + 0,1657: = 0,4583. бане | 


Multiplicando la ecuación (**) por 5.64 do de (e), obtenemos 24,43082 == 
= 21,0791. Por lo tanto, z = 0,8628. Entonces 
y = 0,4583 — 0,1657-0,8628 = 0,3153, 
ж = 0,3361 — 0,1447-0,3153 — 0,1738-0,8628 = 0,1405. 
De este modo, z = 0,1405, у = 0,3153. z 0,8628. 
Prácticamente es más cómodo reducir a la forma escalonada, no el mismo 


sistema de ecuaciones sino la matriz compuesta por los coeficientes de las incógni- 
tas y por los términos indopendientes: 


7,33 28,74 5,86 


36,47 5,28 6,34 
( 4,03 6,31 26,17 


25,22 ) 


Introduzcamos una quinta columna o sea, la llamada cotumna de control, 
cada elemento de la cual es la suma de los cuatro elementos de la fila dada: 


36,47 5,28 6,34 | 12,26] 60,35. 
( 7,33 28,74 5,86 | 15,15 srs). 
4,63 6,31 26,17 | 25,22 | 62,33 


Al efectuar las transformaciones lineales de los elementos de la matriz, 
también deben someterse a la misma transformación los elementos de Ja columna 
de control. No es difícil ver qi mento de la columna de control de la 
matriz transformada es igual a la suma de los elementos de la fila correspondien- 
te. El paso de una matriz a la otra lo escribimos con ayuda del signo de equiva- 


“г 


lencia: 


3647 5,28 6,34 |12,26 | 60,35 
( 7,33 28,74 5,86 [15,15 эме) ~ 
4,63 6,31 26,17 |25,22 | 62,; 


1 0,1447 0,1738] 0,3361| 1,6547. 

-(» 28,74 5,86 jos 57,08 )- 
4,63 6,31 2647 [25,22 |02,33 
( 0,1447 0,1738 Е Len) 


0 27,6793 4,586  |12,6864 | 44,9516 
0 5,64 25,3653 |23,6639 | 54,6688, 


4 0,1447 0,1738 | 0,3361 | 4,0547. 

~ (' 1 0,1657 0,4583 1920) - 
0 5,61 25,3653 |23,6639 | 54,6688. 
4 0,1447 0,1738 0,3361 | 1,6547. 

~ (o 1 0,1657 0,4583 | 1, 250) - 
00 244438 | 21,0791 [45,5094 
1 0,4447 0,1738 [0,3361 | 1,6547 

(o 0,1657 |0,4583 | 1,6240 ) 
он 1 (2,8628 | 1,8029 


Según la matriz obtenida escribimos el sistema transformado y hallamos 


la solución: 


0,8028, 
0,4583 — 0,1657 -0,8628 = 0,3153, 
50,8628 — 0,1447 -0,3153 = 0,1405. 


y 
z = 0,3301 — 0,17; 


а, la forma escalonada del sistema de 
ecuaciones se reducirá a la trian 4 Ìtima ecuación dol sistema 
contiene una sola incógni definido, о sea, cuando el 
número de incógnitas es mayor que el número de ecuaciones linealmente inde- 
pondientes, y admite por oso un conjunto innumerable de soluciones, la forma 
triangular dol sistema no sefobtione, puesto que la última ecuación contiene más 
de una incógnit: 

Cuando un sistema de ecuaciones es incompatible, una vez reducido a la 
forma escalonada, él соп! menos una ecuación en forma de 0 = 1, о sea, 
una ecuación en que todas las incógnitas tienen coeficientes nulos y el segundo 
miembro es distinto de cero. Un sistema así по tiene solución. 


445. Resolver el sistema de ecuaciones 


Resolución. Transformamos la matriz en matriz equivalente: 
м ЕТО 
)-( 2 als ч) 
и 4—1 siaju 


80377 143 


з 2 415 
(: 1 —ajo 
4—1! 5 


3 


(para simplificar los cálculos hemos permutado las dos primeras ecuaciones). 
ШАРШЫ до las otras dos Filas la primera multiplicada por 3 y por 4: 


1 1—1J0]1 
(о-! 4 ). 
о—5 9|з|т 


5 

3 
Cambiando los signos en la segunda fila y multiplicándola por 5, adicionamos 
el resultado a la tercera fila: 
1 111 1 
) СЕ -s) 
оо 1 3 


11 —í 
( He 
оо 
(bemos dividido рог — 
El sistema de ecuaciones se ha re 


о 
—5 
2 


última ecuación tenemos z = 2; 
n, obtenemos y = 3 y, por último, 


sustituyendo este 
en la primera есш 


Resolver los sistemas de ecuaciones: 
25,4 di а3= 5. 

446. [ з, 22. -203= —5 
Tayt da 

аула + 

22, —2, +3r— 2n = 1, 


Jor en la segunda ecua 
ión hallamos z = — 


247. 


za- 
3x,—2, + 
Злу 2.4 
|=—= + 
448. z— 
Lars 23 + = 
a+ а—3+ щ=1. 

І 4,22. +32) =-—2, 


449. | 22,+82— 1—8, 
9, + 221-8130. 
0,04x—0,08y+  42=20, 
w | 424-0,24у —0,08: =8, 
0,097 + 3у—0,15:=9. 


| 3,21х-- 0,71у- 0,344 = 6,12, 


451. $ 0,43x+4,11y +0,222=5,71, 
0,177 +0,16y + 4,734 = 17,06. 
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$7. Aplicación del método de Jordan—Gauss 
a la resolución de sistemas 
de ecuaciones lineales 


AL resolver un sistema de ecuaciones lineales con ayuda del método de 
Gauss ha sido examinado el método matricial con la columna de control, merced 
a lo cual el sistema de ecuaciones dado se reducía a la forma triangular (véase 
los págs. 112, 113). Para la exposición ulterior es importante familiarizarse con 
el método modificado de Jordan — Gauss que permite encontrar directamente los 
valores de las incógnitas. 

Sea dado el sistema de ecuaciones lineales; 


апааа... Бага bi, 
амаз anze- апта еба, W 


ат; mata + Hamn: 


En la matriz A de este sistema escogemos un elemento agp distinto de cero, Este 
elemento se Пата elemento resolutivo, la p-ésima coluñina de la matriz А se 
denomina columna resolutiva y la q-ésima fila, fila resolutiva. 

Examínamos el nuevo sistema de ecuaciones 


аша Hais +з = М. 


арта 


En particular, ар = 0 si i = q. Si 1 = q, tomamos аш, = ау, dq = Бо. 
Pues bien, las g-ésimas ecuaciones en los sistemas (1) y (2) Son iguales y 108 
coeficientes de гр en todas las ecuaciones del sistema (2), excepto en la q-ésima, 
son iguales a сего. 

ау que tener en cuenta que los sistemas (1) y (2) воп simultáneamente 
compatibles o incompatibles. En caso de compatibilidad estos sistemas son 
equivalentes (sus soluciones coinciden). 

Para determinar el elemento ajy de la matriz А’ es 
Mamada «regla del rectángulo». 

Examinemos 4 elementos de la matriz A: ауу (elemento que se somete a la 
transformación), аар (elemento resolutivo) y los elementos ap y ашу. Para 
hallar el elemento aí se necesita restar del elemento а, el producto de los ele- 
mentos aip Y ашу, situados en los vértices opuestos del rectángulo, dividido рог 
el elemento resolutivo agpi 


il tener en cuenta la 


De un modo análogo se puede transformar el sistema (2) tomando como 
elemento resolutivo de la matriz А” el elemento asr эе 0, ademas, s е g, гче р. 
Después de esta transformación todos los coeficientes de z,, excepto ap, зө 
anularán. El sistema obtenido puede ser nuevamente translormado, ete. Si 
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r= п (el rango del sistema es igual al número de incógnitas), entonces, efectua- 
da una serio de transformaciones, llegaremos al sistema de ecuaciones que 
tiene la forma ә 
Жл = А, 


Куг = In, 
a partir del cual se encuentran los valores de las incógnitas. El método descrito 
de resolución fundado en la eliminación sucesiva de las incógnitas se llama mé- 
todo de Jordan — Gauss. 


452. Se da la matriz de un sistema de ecuaciones lineales 


5 466—1 7 


в їз 2 0 
Alo 15 3-1) 
7=65-4 3 


A) resolver este sistema con ayuda del método de Jordan —Gauss 
como elemento resolutivo se ha tomado а; = 3. Hallar los elemen~ 
tos Aj, а, а, de la matriz transformad 

Resolución. Como ау, es un elemento de la fila resolutiva, а, 


lemento ауу pertenece a la columna resolutiva; por eso aj, = 
determina por la regla del rectángulo: 


вм = 2, 
El elemento 


453. Resolver el sistema de ecuaciones 


a+ 23—373 +2 = 


2,—22, = 1 =-—6, 
Tat 243% = 16, 
21, —3x, 4223 6. 


Resolución. Escribimos los coeficientes, los términos independientes y las 
sumas de los copficientes y de los términos independientes (3 es la columna 
de control) en la tabla siguiente: 


116 


а ха хз “a è 


1 o a = 
o 1 1 3 ЕП 
2 —3 2 o 6 1 


Hemos tomado como elemento resolutivo el coeficiente de z, en la primera 
ecuación. Escribamos sin cambios la fi tabla que contiene este elemento 
(Ша resolutiva) y a todos los elementos de la primera columna, excepto lo 
resolutivo, los sustituimos por ceros: 


РЯ a ха x » 2 


Aplicando la regla del rectángulo, llevamos Јаз casillas vacias de la tabla 
(la misma regla la aplicamos también a la columna Y): 


ч а а ч А 5 


1 1 з 2 6 7 
o -3 3 = —12 — 
“ 1 1 3 16 2 
o —5 8 -4 - =1 
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Prestomos la atención a que en la columna de control so obtienen las sumas 
de los elementos de las filas E A Dividiendo por —3 los elementos de la 
segunda fila obtenemos la tabla: 


a “ а н ь Y 
1 t —3 2 6 Y 
0 E] —1 1 4 5 
о 1 4 3 16 a 
o —5 8 —4 —6 —7 


Tomamos como resolutivo el segundo elemento de la segunda fila. Escribi- 
mos віп cambios la primera columna; los elementos de la segunda columna exce) 
to el resolutivo, los sustituimos por ceros; escribimos sin cambios la segunda 
fila (resolutiva); transformamos los elementos de las demás casillas de la tabla 
por la regla del rectángul 


а а ь y 
1 1 z 2 
0 1 4 5 
o о 2 2 12 16 
10 o 3 1 14 18 


1 | о —2 | 1 2 2 

o 1 a 1 4 5 

о o El +g 6 8 

о 0 з | 1 14 18 
—! 
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Transformamos la tabla tomando como resolutivo el tercer elemento 


de la tercera columna: 


a а Е “ > У 
1 о о. 3 1 18 
о 1 0 2 40 13 
о о 1 1 6 8 
0 o о —2 —4 —6 


“ % РЧ а Й У 
1 Ш о з 14 18 
0 1 Ш 2 to | 13 
о о 1 1 6 8 
0 o v q] 2 3 


Transformamos la tabla tomando como resoluti 


la cuarta fila: 


уо el cuarto 


elemento de 


РЯ = РА » S 
и 1 о Ш Ш 8 8 
о 1 a Ш 6 7 
о o 1 ө 4 5 
о о o 1 2 3 
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Finalmente obtenemos el sistema de ecuaciones 


454. Resolver el sistema de ecuaciones 


a+ n= n= t, 
aint ед0; 
T PEET 


dx, t32 — Атаа 


Resolución. Componemos la tabl: 


Ol ‚ -2 


1 3 1 


AL primer elemento de la primera columna lo tomamos como resolutivo: 


=5 2 —4 
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Cambiamos los signos en la cuarta fil 


o “ 3 o | =] =] 
0 7 | =] —6 
0 5 | 2 4 
El cuarto elemento de la segunda columna es resolutivo; 

1 o - a -2 
0 o 13 20 7 14 
u ШП —13 20 7 14 
o 1 — 5 2 4 

сега fila la segunda: 

1 o 2 1 -2 
o o —з 2 7 14 
o о a o o o 
o 1 —4 5 2 4 
Se 

1 o 2 + 4 -2 
о Ш —13 [2] 7 14 
o П = 5 2 4 
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El cuarto elemento de la segunda fila es resolutivo: 


La matriz tiene rango igual a 3, por consiguiente, el sistema contiene tres 
incógnitas básicas zı, т у z4 y una incógnita independiente ту. Obtenemos el 
tema de ecuaciones 


dez +00x,—0,674 40-24 
( ба 0-2, 1x3 2074 
er to2¿—0,7527 40.2, =00,25, 


De aquí, 

a, = 0,4 + 062) xa = 0,25 + 0,753, z4 = 0,35 + 0,652y. 

De suerta que el sistema tiene la forma: 

2 =04+06u, z, = 0,25 + 0,75u, z= u, z4 = 0,35 + 0,65u, 


dondo u os un número arbitrario. 
455. Resolver el sistema de ecuaciones 


бг 5y+72+8t=3, 
3x+11y 4224-42 6, 
3х + 2y432+4t=4, 
+ уз: =0. 


Resolución. Componemos la tabla: 


12 


El cuarto elemento de la primera columna es resolutivo: 


e 27 8 3 1 


1 
o | DES «lo 17 


o =| ME 1 4 


MOE 


El primer elemento de la tercera columna es resolutivo: 


о БЕП [ 1 8 3 1 

o = o 12 9 18 

0 Е o 4 1 4 

1 2 о —8 ЕЕ) 2 
Reemplazamos los los elementos de la tercera fila por los 

contrarios: 

о —4 1 8 3 1 

o 3 о E 12 9 18 

о ° — - —4 

1 12 o = —з 2 


El tercer elemento de la segunda columna es resolutivo: 


o o 1 —36 8 —43 
o o o | o | Р в 
ә 1 o | — — Е 
1 o o 40 9 
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En resumen, llegamos al sistema: 


оао 
0-z+0-y+0- 

оу 0-34 
аа оу 


Es fácil ver que a la segunda ecuación no la satisfacen ninguno de los valores 
de х, y, z y t. Así, pues, el sistema obtenido de ecuaciones y el sistema dado 
son compatibles. 

456. Aplicar el método de Jordan—Gauss para la determinación 
del rango de la matriz 


7—1 3 5 
1 3 5 7 
4 1 4 6 
3—2 —1 —1 


Resolución. Componemos la tabla. 


= 


7 — 3 5 14 
a 3 5 7 16 
4 1 4 6 15 
3 =$ Ši a м 


En la última columna (de control) están escritas las sumas de los elementos de 
las filas respectivas. El segundo elemento de la primera columna es resolutivo: 


0 2 44 —98 
1 3 5 7 16 
o и | 6 -2 —49 
o =i —в -2 —9 
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Dividimos los elementos de la primera fila por 


ù 11 16 | 2 49 
1 3 5 | 1 16 
° и 16 | 2 49 
о м 16 | 22 49 


de las tercera y cuarta filas: 


Restemos los elementos de la primera fila de los elementos correspondientes 


o и 16 T 22 49 
1 3 5 7 16 
o б | жо ж o 
о o a u o 
Tachando las dos últimas filas, obtenemos la tabla: 

o и | 16 | 2 49 

—1—— 
1 3 | 5 7 16 


Jordan—Gaus 


Todo determinante de segundo orden de la matriz obtenida es distinto de 


coro. Por consiguiente, r (А) = 


Resolver los sistemas Di ecuaciones valiéndose del método de 


2142134 х3 


457. 
EEN + 234+ 2, 
а+ t + 5л, =28. 
— %+ 13— = —2, 
21 +21—2x¿— =, 

458. 1 + 212 — 213 


22, — 2 —32, +2, 
T14 2a, + 379 —6x, = — 10. 
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Tx, +21, —3x,—424 
Th tyt 234 Z 
а аи аы 


a- a n а= 2. 


2 +57 — 2r — 3t, 
459. | 


460. Determinar el rango de la matriz valiéndose del método de 
Jordan—Gauss 
123 


231 
312 
229 


w e 


w o 


Capítulo V. Fundamentos 
del álgebra lineal 


$ 1. Espacios lineales 


Conceptos principales. Examinemos un conjunto А de los elementos 

., en el cual, para dos elementos cualesquiera х € R e y € R está deter- 
Minada la suma xF y € R y para cualquier elemento x € A y cualquier número 
real ostá determinado el producto Ax ER. 

Si la adición de los elementos de un conjunto А y la multiplicación de un 
elemento de este conjunto por un número real satisface las condiciones siguien- 
tes: 

1a 

В 


x+ y = y 
CLT io: 
3a, existo un elemento 0 Є R (elemento nulo) tal, que х + 0 = х pora 
todo x€ R; 
4%. para cada elemento x € Л existe un elemento y € R tal, que x + y = 0 


(on adelante escribiremos y = —х, o sea, х + (—х) = 0); 
б, A (их) = (Ap), 


Ja: E кх = дк paxs 

(х + у) = Ах + лу, 

та ol conjunto А se Пата espacio lineal (o vectorial) у los elementos 

de este espacio se denominan rectores. 

Уо. ejemplo, el conjunto de todos los vectores geométricos es un espacio 

ya que para los elementos de este espacio están definidas las operaciones 

adición y multiplicación por un número que satisfacen las condiciones enun- 
ciadas. 


diferencia de dos vectores x e y de un espacio lineal a un vector 

de este espacio tal, que y + v = x. La diferencia de los vectores x e y se designa 

рог x — y, o sea, х — y = v. Se demuestra fácilmente que x — у = x + (—у). 
Son justos también los teoremas siguien! 

< En cada espacio lineal existe un solo elemento nulo. 

Para todo elemento de un espacio lineal existe un solo elemento contrarto. 

Para todo elemento х Є R se cumple la igualdad 0-х = 0. 

Para todo número real À y 0 € R se cumple la igualdad 4-0 = 0. 

De la igualdad Ух = 0 resulta una de dos igualdades: А = 0 6 x = 0. 

El elemento (—1)-х es el contrario del elemento х. 


461. Hay un: conjunto: de: todos Jos ¡posibles sistemas de númores 


reales (E Ey. -i En), (Mi Mas + - 5 ть) (0, A 
La suma de dos elementos cualesquiera se define por la igualdad 


(En Ea e eei En) + (M Nai -ei Ma) = 
= (Ëi mhi Es + Ma -i En + Mm)» 


БЕБЕ 
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y el producto de cualquier elemento por un número cualquiera, 
por la igualdad 


A (Es En -oos En) = ОЕ М зх). 


Demostrar que este conjunto es un espacio lineal. 


Resolución. Designamos x = 
Vamos a comproba 
diciones enunciadas anteriormente, 

1. + Gem +. 


а), y REESE = 
эй ай: 


у+х= (me du 


ya (m + ш 
inga. 


=), 


Т (ил) = А (p3: En) = ба) х, 

T. (нух = (@ р Т СЫ: 
Ма + p Ai n) (и: as + S Min) = 
n) = Abi + Мн; 

ты) Ау 


а t Gi 
Gu E, EA бити; + Ayo 


462. Demostrar que el conjunto de todos los números complejos 
es un espacio lineal. 

463. ¿Es un espacio lineal el conjunto de los sistemas de cuatro 
números reales (&,; E, 0), (па: ma; 0; 0), (б; Es; 0; 0), donde 
En Ëm Mis Mas Eo Èa Son números reales de toda clase? La adición 
de los elementos y su multiplicación por un número real ostán defi- 
nidas al igual que en el problema 461. 

464. ¿Forma un espacio lineal el 
mios (Ey Ex 1; 1), би; i1), (En Sa 1 

465. ¿Es un espacio 1 eal el conjunto de todos los роо 
de segundo edo posibles ац + алі + а, Bot? -- Bit + Bar Yot? + 
+ рН ++. 

466. ¿Forma un espacio lineal el conjunto de todos los polino- 
mios cuyo grado no es superior al tercero? 

467. Dadas las funciones fı (t), fa (£), fa (t), - - - ¿Es el conjunto 
de estas funciones un espacio lineal si ellas forman: 1) el conjunto 
de todas las funciones continuas en un segmento [а, b); 2) el conjunto 
de todas las funciones derivables en un segmento [a, b); 3) el con- 
junto de todas las funciones elementales; 4) el conjunto de todas las 
funciones no elementales? 

468. Se da un conjunto de todos los pares posibles de números 
positivos: x= (u; Es), y = (nú пз), 2 = (Eu Ea). ¿Es este con- 
junto un espacio lineal si la adición de dos elementos se define por 
la igualdad х + y = (Em К y m multiplicación por un número 
real, por la igualdad Ax = (Ex; E 
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469. ¿Puede un espacio lineal componerse: 1) de un solo vector; 
2) de dos vectores diferentes? 

470. A partir de un espacio lineal ha sido eliminado el vector x. 
¿Puede el conjunto de los vectores obtenido después de esta elimina- 
ción quedarse un espacio lineal? + 

471. De un espacio lineal ha sido eliminado un conjunto innu- 
merable de los vectores. ¿Puede el conjunto de los vectores obtenido 
después de esta eliminación ser un espacio lineal? 

472. Los encargados de los coches-cama recíben cada día del 
almacén: 1) azúcar; 2) 16; 3) galletas; 4) bizcochos; 5) carbón de leña, 
en calidad de reserva para el consumo sucesivo. Sean Es, Ёз, Es) 
Ea, Es los incrementos diarios respectivos de las cantidades (en kg) 
de estos ingresos. Si Ё, > 0, del almacén se han suministrado canti- 
dades mayores de alimento respectivo o carbón que las que han sido 
consumidos en este día y si Ey < 0, sus gastos son mayores que sus 
suministros del almacé 

¿Es el conjunto de 
un espacio lineal? ¿Qué 

473. ¿Forma un espac 
ros (Ё; 

474. Cada día Mogan al depósito y vagones de diferente tipo: fur- 


istomas de los números (E; 
ignifica el vector (—100: 


de pasajoros, ordinarios y rápido: 
mentos diarios del número de vag Ў 
de los números (Eu: Ез Eos Es 20 un espacio Шпей? 

475. ¿Forman un espacio lineal todos los vectores geométricos 
que tienen por origen de las coordenadas y están situados en el pri- 
mer octante? 

476. Demostrar que el conjunto de todas las soluciones de un 
sistema de ecuaciones lineales homogéneas 


{2zi by + ez = 0, 
аут + bay + сл 0 


forma un espacio lineal, 


Indicación: demostrar qu i 21) Y (zai Vai 22) son las soluciones 
de este sistema, entonces (ту -H zai m 1- у; а + 25) Y (ту; Aini Азу) para cual- 
quier % también son las soluciones del sistema. 


477. Demostrar que todas las fun nes yı (2), Ya (2), Ya (т). 
que satisfacen la ecuación diferencial Ау + Ay” -D Ay 
= O {As Ay - .-, An son funciones de z) forman un espacio lineal. 


2. Vectores linealmente independientes, Sean x, у, z; - «y vestores cuales- 
quiera de un espacio lineal Л. El vector definido por la igualdad 


у= ах + Ву + ү +... а, 


donde е, B, y, . . .. A son números reales, también pertenece al espacio lineal А. 
Este vector se llama combinación lineal de los vectores х,у, 2,. 


з 0зтт 12) 


Supongamos que la combinación lineal de los vectores х, у, т,.. ., u es el 
vector nulo, о sea, 


ах + Ву ү... + Аа = 0. Ф 
Si la igualdad (1) puede cumplirse también en el сако en que по todos los 
números a, В, Y, . - -, А sean iguales a cero, se dice que los vectores x, y, Z, + + „а 


son linealmente dependientes. 

Los vectores х, y, z,- »-. ш so llaman linealmente independientes si la igual- 
dad (1) se cumple sólo cuando а = В = y =... = А = 0. So demuestra fácil- 
mente que los vectores х, у, 2, - - ., ш son linealmente independientes si, y sólo 
si, uno de estos vectores puede representarse en formo de la combinación lineal 

le los demás. 


478. Mostrar que si entre los vectores х, у, 2, +... ш hay un 
vector nulo, los vectores en cuestión son linealmente dependientes. 


Resolución. Sea x = 0. Como la igualdad 


ах + фут. а= 0 
puede cumplirse cuando а + 0, B = ү =... = А = 0, los vectores son lineal- 
mente dependientes, 

479. Los sistemas de números reales ordenados х= 


= (En an o o En) (i=1, 2, 3, - - .) son elementos de un espa- 
cio lineal. ¿Qué condición deben satisfacer los números E, (i = 
1,2... mk = 1, 2, . . ., п) para que los vectores Xy, Xs, ++ - 
+ «y хи sean linealmente independientes, si la suma de los vectores 
y el producto de un vector por un número se definen por las igualda- 
des xit ху = (Ё Eno ait Bam -i Eni Ena AR 
= (ы; Aan + > +3 Agni)? 
Resolución. Examinamos la igualdad a,x; + ахь 4 0 + «E даха = 0. 
Ella es equivalente al sistema de ecuaciones 
аиа 
аба Бада 


An аба лё = 

En caso de independencia lineal de los vectores ху, Xa, . . ., Xn este sistema 
dobe tener solución única п = оа = .. 

En Ena > 

En as +++ 

Ena Ena ++- Ënn 


En particular, los vectores (11; Èn) y (8,2; Ёз) son linealmente independientes 
жшн, Ml А Ж 

480. Se examina un espacio lineal de polinomios de un grado no 
superior al segundo. Demostrar que los vectores P, = 1 + 2t + 
+ 3t +31, P, = 2 4- 3.4 4% Y Р, =3+5t + 71% son lineal- 
mente dependientes. 


Resolución. En este caso se puede observar directamente que Ру = 1-Р, + 
+ 1:Pa; por lo tanto, los vectores Ру, Р, y Р, son linealmente dependientes. 


Банн =0, 
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481. ¿En qué caso los vectores х = (®; Es) e y = (п; т) defi- 
nidos en el enunciado del problema 468 son linealmente dependien- 
tes? 

Resolución. De la igualdad х = Ay se deduce que (Ej; Es) = А (т; т), о 
bien (Ex; E = (т: 12), о sea, тй, E, = 10. De aquí sacamos la conclusión 
de que ln ё Ја n, = lo m 

482. Demostrar que tres vectores coplanares а, b y e son lineal- 
mente dependientes. 

Indicación: reducir los vectores a un origen común y descomponer uno de 
los vectores en componentes que sean colineales respectivamente a 108 componen- 
tes de los otros dos vectores. 

483. Demostrar que tres vectores no coplanares a, B y €, son 
linealmente independientes. 

484. Demostrar que cuatro vectores cualesquiera а, b, с y d 
son linealmente dependientes. 

Resolución. Si tres de los cuatro vectores son coplanares, el problema se 
resuelve fácilmente. Supongamos que estos vectores no son coplanares. Lle 
mos los cuatro vectores a un origen común O. Construimos un paralelepípedo cuya 


diagonal sea el vector d con las aristas sobre las rectas que contienen a, b y e. 
No es difícil ver que d = оа -- Pb + ye. 


485. Demostrar que зі л vectores de un espacio lineal х, y, z, ... 
+ ++ u son linealmente dependientes, n + 1 vectores de este espacio 
хуу, 2, ..., u, v, también son linealmente dependientes. 


3. Dimensión y base de un espacio lineal, Si en un espacio lineal R hay n 
vectores linealmente independientes, pero п -+ 1 vectores cualesquiera do este 
espacio son linealmente dependientes, entonces el espacio А so Пата espacio 
n-dimensional. Se dice también que la dimensión del espacio R es igual a n y зо 
escribe d (R) = п. Un espacio еп el cual se puede hallar una cantidad tan grande 
que se quiera de vectores linealmente independientes se denomina espacio de 
dimensión infinita. Si Н es un espacio de dimensión infinita, entonces d (R) = оо. 

El conjunto de п vectores Jinealmento independientes de un espacio lineal 
n-dimensional se Паша base. Es justo el teorema siguiente: cada vector de un espacio 
lineal n-dimensional puede ser representado univocamente en forma de una combina- 
ción lineal de los vectores de la base. Así, 51 ез, ез, » ., ел, ез Ја baso de un espacio 
n-dimensional А, entonces todo vector х € R puede вет univocamente represen- 
tado de la forma 


x= Ме Ме 
De esto modo, el vector х en la baso ey, е, 
mente con ayuda de los números Ey, Ès, (8 
coordenadas del vector x en la base dada. 
Si x= Бе + Estado. 1ле, у= те i Mata +... H плед. 0n- 
tonces 
A ел. 
Ax = Ае + Ае +... H Ален. 


Para determinar la dimensión de wn espacio lineal es útil tener en cuenta 
el siguiente teorema: sí todo vector de un espacio lineal R puede ser representado 
en forma de una combinación lineal de los vectores linealmente Independientes 
ер, е... ёл, entonces d (R) = п (y, por consiguiente, los vectores еу, еу, 
forman la base en el espacio R). 


«+ Ent, 


e, зе determina unívoca- 
'stos números se denominan 
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486. Se da nn espacio lineal de todos los pares posibles de núme- 
ros reales ordenados ху а), ха = (Eno бй, хә 
= (En Es), . . - con ello la suma de vectores y la multiplicación 
de un vector por un número real están definidas por las igualdades 
Xi + ха = (Bue Eini Ёа + Es); Ах; = (Аё; Аы). Demostrar 
que los vectores e, = (1; 2) y ez 4) forman la base del espacio 
Lineal dado. Hallar las coordenadas del vector х = (7; 10) en esta 

азе. 


Resolución. Los vectores e, = (1 (3; 4) son linealmente indepen- 
dientes (véase el problema 479). Consider: vector cualquiera y = (т; т). 
Mostremos que para cualesquiera т, у т, se pueden determinar los números 
у u, de modo que se cumpla la igualdad y = Ae, + pen o bien, (т: ne) = 
= db 3p; 24 + 4р). 

No es vor que exi 
cumple esta igualdad, Esto 


о par de valores (à; р) para el cual so 
lta del hecho de que el sistema de ccuacionos 


За 
ЕТСЯ 


ев determinado. 

Y bien, los vectores e, y е, forman la base, Hallemos las coordenadas del 
vector x = (7; 10) on esta baso. El problema se reduce a la determinación de A 
y p on ol sistema de ecuaciones 


M=7 


сч у 


De aquí obtenemos А = 1, p = 2, о sea, x= e; 2е,. 


487. Mostrar que el espacio lineal cuyos elementos son los vecto- 
res х © (En ёш...) En) (véase el problema 479) tiene por base el 
conjunto de los vectores e, = (1; 0; 0;...; 0), е, = (0;1;0;... 


2.30), ез = (0; 0; 1; ...5 0), ..., € =(0 03 03... 1). 
Resolución. No es difícil ver que 
E (0:01; 003.00 A A 


- Ahora bien, todo vector puede 
са] de los vectores е... 
ве y el espacio R ез n-dimen: 


о вов, х= е +... Paes + 

sor representado en forma de una 

ý n: De este modo, estos vectores form: 
joni 


488. ¿De qué elementos se compone un espacio lineal con la base 
4, t, t, ..., t-t, 1", si la adición de los elementos y la multipli- 
cación de un elemento por un número real se entienden en el sentido 
ordinario? 

489. Mostrar que el conjunto de todas las matrices de segundo 
orden es un espacio lineal de cuarta dimensión. 


10 0 2 
490. Mostrar que las matrices e(o a e == (0 0): == 


(0 0 00 
=h; Ap є = l 4) forman la base del espacio lineal consi- 


derado en el problema 489. 
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491. Mostrar que los elementos e, = (1; 10) y e, = (10; 1) del 
espacio lineal examinado en el problema 468 son básicos. Hallar las 
coordenadas del vector x = (2; 3) en esta base. 

Resolución. Como ln 1-In 1 — In 10-In 10 4 0, los vectores e, y ез son 
linealmente independientes (véase el problema 481). Supongamos que un vector 
cualquiera y = (ту; т) está representado en la forma de la combinación lineal 
de los vectores e, y ez. Mostremos que existe tal par de números (A; y) para el 
cual ве cumple la igualdad y = Ae, + не, о bien (т; т) = (15.105; 10.1), 
Por consiguiente, p = log n, A= logn, En particular, х = e, log 3 
iés log 2. Do esto modo, (103; 1о 2) son las coordenadas del vector x en la 

азе еу, е, 


492. Mostrar que como base del espacio n-dimensional examinado 


2 


en el problema 479, pueden tomarse los vectores е, = (1; 1; 1;... 
es = (0; d; ; ý урааа 
кР... А 


del espacio R’ por x’, у, 2, .. 
Los espacios А у R’ so llaman ¿somorjos si entre sus elementos х, y, х', у’ 
so puedo establecer tal correspondencia biunivoca x+» x’; у-у para la bu 
х уях? + y, Ах Ax’ (es un número real cualquiera). Conviene señalar 
un teorema importante con cuya ayuda se determina fácilmente el isomorfismo 
de los espacios lineales de dimensión finita: para que dos espacios de dimensión 
finita R y R' sean ізотогјоз es necesario y suficiente que sus dimensiones sean iguales. 


493. Se dan dos espacios lineales ЁЁ y R’. Los elementos del espa- 
cio R son todas las posibles funciones derivables del argumento t 
que se anulan cuando £ mo tiempo los elementos del 
espacio R’ son las funcio ecen al espacio R. 
Demostrar que los espaci 

Hesolución. Sean fı (t), fa (t), fa (t), ... las funciones del espacio R y 

y (0, фа (0, фа (0), >. las funciones del espacio А”. Del hocho de que estas 
funciones están dotadas de índices no cabe deducir de que A y R’ scan conjun= 
tos — numerables. 


Sea фу (t) = fi (0; entonces f; (t) Фи (0 dt. De este modo, entre los 


elementos de los espacios lineales Æ y R’ (es el lector quien debe demostrar su 
linealidad) queda establecida la correspondencia biunívoca. 
Con ayuda de las igualdades 


DEDO EGO fi (DH (0, Hi (OH (0== 


1 t 
=} Тее (Ole, Ум (0 = (А Ө, Маш) = | эн а 
ò ° 
quedan establecidas las correspondencias biunivocas: 
h (O + fr 0 — Ф 0) + Pr (0), 
М (0 — р (0. 


De suerte que R y R’ son espacios isomorfos. 
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494. Demostrar que los conjuntos de todos los vectores geométri- 
cos y de los polinomios no superiores al segundo grado, son espacios 
lineales isomorfos. 

495. Se dan los espacios lineales isomorfos R у R’. Entre los 
elementos de estos espacios se han establecido las correspondencias 
biunívocas x— х, y — y, ... Demostrar que ах + Ву + yz = 
—ox' + By + үш para а, $ y y reales cualesquiera. 

496. Sean R y R’ espacios lineales isomorlos, además х —X'. 
Demostrar que (х) == (—х” 

497. Se dan los espacios isomorfos R y R’, siendo O y 0' los ele- 
mentos nulos de estos espacios, Demostrar que 0 = 0' independiente- 
mente de cómo están fijadas las correspondencias biunívocas entre 
otros elementos de estos espacios. 

498. Se dan todos posibles pares de números reales: (E; m; 
(Es ты), (Es Ma), - -- - Se construyen dos espacios lineales: 
espacio № соп los elementos х, — (Ex т), ха (Es; т}, Xa 

= @ Ma), - - « en el cual la adición de los vectores y la multiplica- 
ción de un vector por un número están definidas por las igualdades 
ху + ха (Er d $ ти + a), Axi ME: Ama) у, el espacio R' 
станеш рог los vectores х, = (е1; e-m), x, = (е-®; етт), 
е4; e=m), ... en el cual las operaciones respectivas están 
debidas por las igualdades x; + x, = (7074; е-т-®), Аху 

= (e-i; е-Мъ). Demostrar que los espacios R y R’ son isomorlos, 

499. ¿Son isomorfos Јох espacios lineales R y R’ si Jos elementos 
de R son los vectores х, у, z, ... y los elementos de А’ son los 
vectores 2x, 2y, 2z, .. .? Mostrar que los espacios А у Д’ están 
constituidos por los mismos elementos. 


el 


$ 2. Transformación de coordenadas 
al pasar a una base nueva 
Supongamos que en un espacio lineal de n-dimensional An hay dos basos: 


‚ (vieja) y ej, €, €g, - . . (nueva), Sedan las dependencias que expre- 
tor de Ta hueva Baso ар función de Tos "vectores de la Dase Vioja: 


ef = аце + аме + e se + алель 
k = ане + ане» ++... H ше, 
* = ае + ае + 


- Б) 


se Паша ci red 1A fr AJA a 
Tomamos un vector х cualquiera las coordenadas de 

vi S Ba e En) us огада Зав аз en la nueva base. 

Ї vector х se expresan por las nuevas coorde- 


La matriz 


nadas de este vector mediante las fórmulas: 
ir Santi аа... алла, 
E л, 


а= аа Бапа. Баһ 


que se llaman fórmulas de transformación de las coordenadas, 

No es difícil ver que las columnas de la matriz A son las coordenadas en las 
fórmulas de paso de la vieja base a la nueva q líneas de esta matriz son las 
goordenadas en las fórmulas de transformación de las viejas coordenadas por 

nuevas, 


500. Se da el vector x = е, + es + е, + ец. Descomponer este 
vector en la nueva base ef, ез, ej, е, si е, = ез + es + е, е, = 
= e, + êy + en е; = e, F e+ ên е, = е + e + ез. 

Resolución. Escribimos la matriz del paso do la base vieja a la nueva: 


01143 
1014 

1101 

1110 
Las filas do esta matriz son los coefi 
ción de las coordenadas: 


RS 


ntes en las fórmulas de transforma» 


+ ь=и+и+ы B= МЫ 

o Es =E=5,=8,=1, entonces, una vez resuelto el sistema do ecuacio- 
hallamos im Biim l3 y к= (1) (ei teitei e. 

So puedo resolver ol problema también de otro modo. Eliminando ej, ез, 
ез, е, del sistoma de ecuaciones 


хеее фе е, 


e=0.0 ее 
0-е, 
er +е,-++0-е,-- 
ее ез 40-е 
obtenemos 
x 1114 
0114 
e1014|=0. 
et1041 
“1110 


Hay que desarrollar este determinante por los elementos de la primera columna 

y expresar x en función de e;, ez, езу 

'eniendo en cuenta las particularidades de este problema so puedo proponer 

up procedimiento más para resolverlo. Como ее Ре Берды + бе 

› entonces е, -ез feto =(1/3) (0 +e, + es $e. De aquí х= 
are y са 


15 


501. Se da el vector x = 8e, + бе, + 4e, — 18e,. Descomponer 
este vector en una nueva base vinculada con la vieja рог las ecuacio- 
nes e; = —3e, Les + es + en е, = 2e, — Ле, -+ ез + ep е = 
L de, без + е, е, = ++ 
y — Bey. 

502. Se da el vector x — 2 (e, + est 
i.a- i ел). Descomponer el vector х 
м ел. sie, = е + 


te, e; = е, + 


-1 =en-1 
503. El sistema de coordenadas «Oy 
а е ha girado alrededor del origen de las 
coordenadas en el ángulo æ (fig. 21). 
Expresar las coordenadas del vector a 
у en el nuevo sistema por medio de sus coordenadas en el viejo. 


Resolución. Descomponemos los vectores її y j’ en los versores і у ў: 


y 


sos la matriz de paso de la vieja base i, j a la Базе nueva i' 
соза —sen a 
А=( A 
sona cosa 
De aquí obtenemos 
z= л соза — y sena y 


Y sena + у cos a, 


о вед, 


2 = тсова Б ysna, и =—xsena + y соза. 
‚ 504. Se dan las dependencias е, — qesi ez Без, е, — ves 
е; = бе, e; = ee, Escribir las fórmulas que enlazan las viejas coor- 
denadas (E Ey; Ey En: Es) del vector х con las nuevas (Ex En 
ES Es El) del mismo vector. 

505. ¿Son posibles las dependencias е; 
е; = e, — e, entre la vieja base €, е, €, 


P 


§ 3. Subespacios 


1. Subespacio de un espacio lineal. Un espacio lineal R’ se llama subespacio 
de un espacio lineal R si de elementos del espacio R’ sirven sólo los del espacio R. 

Por ejemplo, el conjunto de todos los vectores paralelos a un mo plano es 
un subespacio de todos los vectores geométricos del espacio. 

Si x, y, z, - . ., u, son vectores cualesquiera de un espacio lineal R, entonces 
todos los vectores ах -+ Ву + - - + Аа, donde а, р, A, son todos los 
números reales posibles, forman un subespacio del espacio R. El conjunto de 
todas las combinaciones lineales de los vectores ax -- Py + ...-+ âu se 
denomina cápsula lineal de los vectores х, y. . . ., u y se designa рог L (х, y, . - -+ u). 

Si R, és un subespacio de un espacio lineal Я, entonces d (Ну) < d (R). 

Supongamos que en un espacio lineal R hay dos subespacios Ry y Ra. 

So Maia intersección de los subespacios Ry y Ra al conjunto Ну de todos los 
elementos que pertenecen simultáneamente а Я, y Ry. La notación Аз = R, N Ra 


136 


significa que Нз es la intersección de los subespacios R, y Ra. Se denomina suma: 
de los subespacios R, y R, al conjunto А, de todos los elementos que tiene la 
forma х + y donde x € R: e y € Йу. La notación R, = R, + Ну significa que 
el conjunto R, es la suma de los subespacios Ну y Не. 

Se demuestra que la intersección Fs y la suma №, son subespacios del espa- 
cio R. Conviene tener en cuenta que 


4(Ву) + å (RS) = å (Ra) + d (R3). 


506. ¿Puede un subespacio de un espacio lineal А constar de um 
solo elemento? 

507. Se da el espacio lineal Æ cuyos elementos son todos los 
posibles sistemas de números reales: х = (E; Es Ёз; Es), y = 
= (Mi; Nai Ma na), z = (E Ea; Ea), +... La adición de dos 
elementos y la multiplicación de un elemento por un número están 
definidas por las igualdades 


ху = (È H i Es + as Es + Mas Es + та), 


Ax = (и; Afai Aba; АЁ). 
Demostrar que el conjunto R, de los elementos х, = (0; Es; En: Es), 
уз = (0; та; па; т). z, = (С Lai Ea)» + - + y el conjunto R, de 
los elementos x, = (i; 0; E, Ya = (п O; n; э = 


== (E 0; Ea; E)... son si acios del espacio 

508. Hallar para el espacio lineal R examinado en el problema 
507 la intersección R, y la suma R, de los subespacios №, y My. 

509. Mostrar que para los subespacios examinados en los proble- 
mas 504 y 505 se cumple la igualdad d (2) + d (Ra) — d (Ra) + 
+d (Ri). 

510. Se da un espacio lineal compuesto por todos los vectores 
geométricos. ¿Es el conjunto de los vectores que lienen por origen 
el origen de coordenadas y están situados en el primer octante un 
subespacio de este espaci 

511. Se da un espacio lineal R cuyos elementos son las coordena- 
das de los puntos Р (2; y; 2) del primer octante que no están sobre 
los planos de coordenada: a de dos elementos cualesquiera 
P, = (24 л; 21) y Pa Ye; 21) está definida por la igualdad 
P, + Ру = (луг; луш 212) y la multiplicación de un elemento 
P = (x; y; 2) por un número real А, mediante la igualdad АР = 
= (ak; уб; 22). Demostrar que el conjunto R, de los puntos de este 
espacio que están situados sobre el plano z — 1 es un subespacio del 
espacio R. 

512. Se da un espacio lineal A de los polinomios no superiores 
al quinto grado. Demostrar que el conjunto R, de los polinomios 
que tienen la forma ау! + a, y el conjunto R, de los polinomios 
bott + bit? + b, son subespacios del espacio А si la adición de los 
elementos y la multiplicación de un elemento por un número se en- 
tienden en el sentido ordinario. 
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513. Hallar los subespacios R, = №, ПА, у Ё, = №, + А, 
según los datos y condiciones del problema precedente. 

514. Se examinan dos subespacios del espacio R de todos los 
vectores geométricos; R, es el conjunto de los vectores paralelos al 
plano de las coordenadas 20у, y R, es el conjunto de los vectores 
paralelos al plano 202. Hallar R, = R, N R, y Ra = Л, + Аз. 

515. Sean R, у R, subespacios de un espacio lineal R, у А; у R, 
subespacios de un espacio lineal A”. Se sabe que los subespacios 
R, y Ri, así como R, y R; son isomorfos. Demostrar que son іѕотог- 
fos los subespacios Ra = R, N Ra y R, = А; П Д; así como R, = 
= R, + R, y В; = В; + R, 

516. Зе da un conjunto de funciones f (т) continuas y positivas 
en el segmento [—a, a]. Demostrar que este conjunto es un espacio 
lineal si se toma como suma de los vectores el producto de las fun- 
ciones respectivas y como el producto de un vector por un número 
real / el resultado de elevación de la función respectiva a la poten- 
cia 7. ¿Es el conjunto de todas las funciones impares de este espacio 
un subespacio? 

517. Se examina un espacio lineal de vectores geométr Д 
¿Forma un subespacio de este espacio el conjunto de todos los vecto 
тез a = Xi + Yj + Zk, donde X, Y у Z son números racionales? 


2. Subespacios formados por las soluciones de un sistema lineal homo- 
géneo de ecuaciones. Examinemos el sistema lineal homogéneo de ecuaciones 


Aint =0, 
annit atit.. tanta =0, к) 


(шщ ss 


0. 


д sistema (1) tiene soluciones nulas. El número de vectores que 
mental de soluciones se halla por la fórmula k = п — r, 

donde т es el rango de la matriz. 
Do esto si se examina un espacio lineal А" cuyos vectores son todos 
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518. Hallar la base y la dimensión del subespacio de soluciones 
del sistema lineal homogéneo de ecuaciones 
a+ a+ 3+ 40, 
(Mar mla 22,0, 
(1/3) z, + (2/3) za z,+(4/3)2,=0, 
(1/4) z, + (1/2) 7, +(3/4)23+ а, =0. 
Resolución, El rango de la matriz 


1234 
21 3/22 
1/32/34 4/3 
1/4 4/2 3/4 4 


este ез 
ecuación 


1, зу == 0, л == 0, ontonces z; = —2; ві 
З, si тү = 0, лу = 0, z, = 1, entonces 
до los vectores li 


519. Mostrar que el vector f = f, — 21, + Ё, satisface el sistema 
de ecuaciones del problema 461. 
520. Hallar la base y la dimensión del subespacio de soluciones 


del sistema de ecuaciones 
f Zı— 2I, + 23=0, 
2z — 2¿— Za 
l —2x,+ 4t — 22 =0. 
Resolución. El rango de la matriz 


1-2 4 
( 24 -) 

—2 4—2 
sg igual a 2, ya que ol determinanto де tercer orden formado por los clementos 
de la matriz es igual a cero y entro los menores de segundo orden gunos 
que son distintos de сего. La dimensión dol subespacio de soluciones к = 
= п — г = 3 — 2 = 1. Como г = 2, entonces basta tomar dos ecuaciones 
entre las tres dadas, Eliminamos la tercera ecuación, puesto que sus coeficientes 
son proporcionales a los coeficientes correspondientes de la primera ecuación. 

п el sistema 
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suponemos гу 


1, entonces la solución del sistema 
{ үл, —1, 
2 — 4 

n=l ды = 1. 

De suerte que el subespacio de las 
те (1; 1 1. 

521. Hallar la dimensi 
del sistema de ecnac 


aciones se determina por el vector básico 


о del subespacio de soluciones 


z—. 0, 
о, 


арлу 0. 
Solución. Determinamos el rango de la matriz 
1 1-1 4 
4 ti 1 
з їч 4 
3—1 11 


Restamos la segunda fila de la tercera y la primera de la cuarta: 


"ч 4 
1—1 ii 


—2 2—2 


Como los elementos de la tercera fila son proporcionales a los elementos 
correspondientes de la primera, y los elementos de la cuarta fila son proporcio- 
nales a los de la segunda, se pueden tachar las tercera y cuarta filas: 


li > 


Do suerte quo el rango de la matriz A es 
Pues bien, la dimensión del subespaci 
т = 2, tomamos dos de las cuatro ecuacion 


{+з 
14492140, 
Haciendo ту 1, z, = 0, obtenemos el sistema 
pos 


z 


al a 2 y k= пг 4—2 2. 
de soluciones es igual a 2. Como 


o 


{= Бла лац 
тла аф 


z= 


Por lo tanto, z; = 0, z, = 1 y f, = (0; 1; 1; 0). 
Haciendo ahora z, = б, х, = f, tonemos 


pta ЕЕ 


лала 


Ahora bien, л, 
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Сото vectores básicos del subespacio pueden tomarse fı = (0; 1; 4; 0), 
Т, = (0; —1; 0; 1). La solución general del sistema de ecuaciones se determina 
por el vector f = с, -+ cafa, о sea, f = (0; су — су; су; єз). 

522. Determinar la dimensión de los subespacios de soluciones, 
la base y la solución general del sistema de ecuaciones 


[= 2,342,250, 
21—214 Ta — T, — Ty = 0. 


$ 4, Transformaciones lineales 


1, Conceptos principales. Diremos que en un espacio lineal R está repre- 
sentada la transformación A si a cada vector x € R está puesto en correspondencia, 
por cierta regla, el vector Ax Є Я. La transformación A se llama lineal si para 
dos vectores cualesquiera х e y y para un número real cualquiera ^ se cumplen 
las igualdades: 


А (х+ у) = Ах Ау, А х) = Mx. 


Una transformación lineal se denomina idéntica si ella transforma a un 
vector cualquiera х en sí mismo. Una Lransfo n lineal idéntica se dosigna 
Do еме modo, Ех х. 


Ах = ax, donde a es un 


523. Mostrar que la transformació 
número real, es lineal. 

Resolución. Tenemos 
a (x + y) = ax + ay = Ax + Ay, 
а (ух) = А (ax) = Ах. 

iones que doter: 
so cumplen. La transformación examinada А зе 
Janza. 

524. Una transformación A se define en un espacio lineal R 
por la igualdad Ax = х + ху, donde xp € / ех un vector fijo no nulo. 
¿Es lineal la transformación A? 

Resolución. Do las igualdades Ах = х + хо, Лу = y -+ xo А (x+ у) 
= x y ху. А (x + y) = Ax -+ Ay sacamos la conclusión de que x + y т 
+ xo = (x E Xo) + (y E xo). De aquí se deduce que хо = 0, pero esto con- 
tradice las condiciones del problema. Por consiguiente, la transformación A по 
ез lineal. 

525. Se da un espacio lineal de los vectores geométricos, La 
transformación А consis tuir cada vector por sus compo- 
nentes referentes al eje Oz. ¿Es lineal esta transformació 


Resolución. Sean a = Xyi + Уу} + ЖК y b = X,i + Yaj + Zak, vectores 


а la transformación lineal 
ma transformación de seme- 


arbitrarios y À un número real arbitrario. Como 
a b= (X:+ Xi Ya) j + (Zi + Za) k, 
da = АХ, + AY] УЖК, 
entonces 


= Aa + Ab, 
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526. ¿Es la sustitución de cada vector geométrico por su aplica- 
ción especular respecto al plano de coordenadas тОу una transforma- 
ción lineal? 

527. ¿Es la multiplicación de cada vector geométrico por su 
longitud una transformación lineal? 

528. ¿En qué caso la transformación A es lineal si Ах = Xp, 
donde х es un vector arbitrario Пе un espacio lineal R y х, os un 
vector fijo? 

529. Se da el espacio lineal de los vectores x 
+ Eses + sea, donde Ey, Es, Ey, Es, son todos los números reales 
posibles. Sea a un número real fijo. ¿Es lineal la transformación A 
definida por la igualdad Ах = Eje, + Eyes + Esta + Ese? 

530. Se da ol espacio lineal de los vectores х = Eje, + Ère, + 
+ Eyes + це. La transformación А consiste en que en cada vector 
cambian de lugar la segunda y tercera coordenadas, o sea, Ах = $e, 
+ Ejes + Esta + Esta. ¿Es lineal la transformación А? 

531. Sea А una transformación lineal. Demostrar que la trans- 
formación В definida рог la igualdad Вх = Ах — 2х es lineal. 

2. Matriz de una transformación lineal. Supongamos que en un espacio 
lineal n-dimensional R cuya base es е, е, .. ., €n, Se representa una transfor- 


mación lineal A, Como Aer, Ata, .. ., Aen son los vectores del espacio R, cada 
uno de ellos se puedo descomponer de modo único por los vectores de Їа base: 


Ке, d aea + 


Ae = аце Hages -Жатеп, 


Ас,= ае Баце 


La matriz 


ата апа +-+ Ann 


se llama matriz de la transformación lineal A оп la baso ез, ез, . - ., €n, Las colum- 
nas de esta matriz se componen de los coeficientes representados en las fórmulas 
de transformación de los vectores básicos. Tomamos оп el espacio R un vector 
cualquiera х = 2,0, + 2304 + . . . + гле. Como Ax € R, entonces el vector Ах 
se puedo descomponer en vectores de la base: 


Ax=xj0, + rie, 


Gij sá. i ТА) del vector Ax so expresan por las coordenadas 
jel vector x usando las fórmulas 


e+ then. 


Las coordena 
@ Zai 3 Zn) 


niti апата - 


Estas n igualdades pueden llamarse transformación lineal А en la base ез, ез, 
=. + еп. Los coeficientes геј ¡tados en las fórmulas de esta transformas 
lineal son elementos de las líneas de la matriz А. 
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532. Hallar la matriz de una transformación idéntica E en un 
espacio n-dimensional: 


Una transformación idéntica no cambia sus vectores básicos: 
ез = êg, «en ел = ел, о ве, 


е Тассо +0-€n, 


Resolució 
ei = ере = 


парот consiguiente, de matriz de la transformacion lineal sirvo la matriz 
unidad 
100 


010 
Е= Mias 


000 


533. Hallar la matriz de la transforma 
= ах en un espacio n-dimensional. 

534. En un espacio lineal cuadridimensional se examina wna 
transformación lineal A. Escribir esta transformación en la formo 
de coordenadas si Ae,=e, + e, Ae, = 
=e; + ep Ае, = e, + е„ Ае,=е,+ес,. 

Resolución. La matriz de la transformación 
A tiene la formi 


ión de semejanza Ax = 


0110 

0011 
А | оон |. 

1100, 


Por lo tanto, la transformación А se ecribe 
en forma de coordenadas así: z; = z; + зу, 
= кы ASA bz mnt 

535. La transformación }їпеа1 del conjunto de todos los vectores 
sobre el plano z0y consiste en girar cada vector en el sentido contra- 
rio al de las agujas del reloj en un ángulo @ (fig. 22). Hallar la matriz 
de esta transformación lineal en la forma de coordenadas. 

Resolución, Como 

Ai= icosa+jsena, Aj= —i sen a + j cos æ, 


Fig. 22 


entonces 
ев) 
sen a y 
De este modo, la transformación lineal considerada tiene la forma 
F=2cos0—ysna y'= z sen a -+ y cosa. 
536. Se examina el espacio lineal de los vectores x = де, + 
+ Tea + Zya + Zeeg, donde дү, Zp, др, ту, Son números reales 
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cualesquiera. Demostrar que la transformación A definida por la 
igualdad Ах = туе + туе, + түе, + түе, ев lineal, y hallar su 
matriz. 


Operaciones sobre las transformaciones lineales. En las definiciones que 
so dan a continuación so designan: por A y В transformaciones lineales arbitra- 
rias en un espacio lineal Л, por A un número real arbitrario, por x € Æ un cle- 
mento cualquiera. 

Se llama suma de las transformaciones lineales A y В а la transformación 
C, definida por la igualdad Сух = Ax + Вх. Designación: Су = А + В. 

Se denomina producto de la transformación lineal A por un 


С, = УА. Сз = AB. 
Al sumar las transformaciones lineales so cumple la ley conmutativa; по 
obstante, hablando en general, el producto AB se distingue del producto BA. 


Citemos algunas propiedades de las operaciones sobre las transformaciones 


lincales en ol espacio R: 
A (BC) = (АВС; АЕ = БА = А; (A! B)C=AC 


Si para una transfor 
lineales В y С que ВА = E, AC = E, entonces В = С. En este caso зо designan 
В = С = A~, y la transformación lineal А-1 so Пата transformación lineal 
inversa respecto a la transformación lineal A. De osto modo, А-А = АА! == Е. 

Una transformación lineal A on un espacio do dimensión finita se Пата 
regular si el determinante de la matriz de esta transformación es distinto de 
cero. Нау que tener en cuenta que cada transformación lineal rogular A tiene 
una transformación inversa А-1. y ésta es única. 

$i una transformación lineal regular A so dofine en la forma de coordenadas 
por las igualdades 


Ear ad d+ pl 
Иал ау... азни. 
"= апул-Бапш |... Баппи, 


Ла transformación lineal inversa А-1 tiene la forma 


Aquí А; es el complemento algebráico del elemento ау de la matriz A y | A 
оао салаа аана s: 19и 
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La matriz de la transformación lineal А-1 es inversa respecto a la matriz А 
y se define por la igualdad 


537. La transformación A consiste en que cada vector del plano 
20у está vuelto en el ángulo æ = л/4. Hallar en la forma de coorde- 
nadas la transformación А + E. 

Resolución, Tenemos 

А1 = 1 cos (1/4) +) sen (2/4) =(Y 2/2) 14(V 2/2) j; 
А = i cos (3л/4) +] sen (3a/4)=—(V 2/2) 14(V 2/2) }. 
Por consiguiente, 


o 
Como e=(; 1), entonces 


+1 — V32 ) 
У?+1/* 


Puos bien, la transformación lineal A + E se puede escribir con ayuda de 
las igualdades 
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#=(V 32+) (12/20 
и (У IHV +y 
538. Se dan dos transformaciones lineales: 


=£ + 2y + 32, z = r + Зу + 4,52 
y = hs 4 5y +8, (А) y y'= 6r + Ty + 9z (B) 
Y = 72 + 8y +92 2 = 10,52 + 12y + 132, 


Hallar 3A — 2B. 

539. Se dan dos transformaciones lineales: 
t = 2+0, г +2 
=у+ (А) y y +2, (В) 


2 =а+= 2 == +. 


Hallar las transformaciones АВ у ВА. 
Resolución. Las matrices de las transformaciones dadas tienen la forma 


110 011 
am(010), a-(191), 
104 110 


10-0377 


Hallamos los productos de estas matrices: 


112 112 
aa (г), sa=(21 1). 
121 124 


En este caso АВ = BA, por eso las transformaciones lineales AB y BA coin- 
ciden. La forma de coordenadas de la transformación AB se, escribe del modo 
siguiente: 

Y=1+y+% y=%2+y+a т 2 + 2р + 2. 

540. Supongamos que el conjunto de los vectores u = zi + yj 
sobre el plano хОу se somete a dos transformaciones lineales: A, 
o sea, la sustitución del vector por su componente en el eje Oz; 
B, o sea, la aplicación especular del vector respecto a la bisectriz 
de los ángulos de coordenadas I y 111. Hallar las transformaciones 
AB y BA. 

Resolución. Según los datos del problema Au = xi, Bu = zj + уі. Así, 
pues, Аі = i, Ај = 0, Ві = j, Bj = і, о sea, 


ad o ав (00), ва (аа): 
igualdades 27 = y, 


y = z. Recomenda- 
'aciones geométricas. 


De suerte que la transformación AB se define por 
y' = 0 y la transformación BA рог las igualdades х' 
mos obtener estas igualdades partiendo de las consi 

541. La transformación A consiste en girar cada vector del plano 
20у en un ángulo а. Hallar la matriz de la transformación А? (о sea, 
А-А). 

Resolución. Puesto que Ai = і соз a + j sen а, Ај = —i sen « + j cos a, 
entonces 


des —sen a 
sena сова * 
Por consiguiente, 


к (a ento —2 ean e cosa) „ (008 2a —sen 29) $ 
2senacosa cos? a—sen? a зеп 20 cosZa 
Ahora bien, la transformación A* en la forma de coordenadas se determina 
por las igualdades 
2 = т сов 2а — узеп 2а, y = z sen 2a + y cos 2a. 


Estos resultados también pueden ser obtenidos partiendo de consideraciones 
puramento geométricas. 


542. La transformación lineal A consiste en girar cada vector 
del plano тОу en un ángulo 1/4. Hallar la matriz de la transforma- 


ción lineal В = А? + УЗА + E. 
Resolución. Tenemos 
Var —VERY_ 39 (1 ‚_(0-а\. 
a Me A ). А =(; 4) 
AAA 
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543. Se da el espacio de los vectores geométricos. Supongamos 
que la transformación lineal A es un giro del espacio alrededor del 
eje Oz en el ángulo 1/4 y la transformación lineal В es un giro del 
espacio alrededor del eje Ox en el mismo ángulo. Hallar la matriz 
de la transformación lineal AB. 


Resolución. Tenemos 


Асов +j sen 9.021503 Ар= —їзеп Pp сов =— 
Y, Ak=k; Bi=5, в-У2 més, Hi 
УЗ, Уу? 
к ык г 
Por consiguiente, 
vie —y22 0 
A=|y 3/2 о}, B= 
0 1 
VER —12 1/2 
AB=|y22 12-12]. 
о y22 y 2/2 
544. Se da la transformación lineal А: 
=-—05(y +2, y =-—05(2+2), 2 = —0,5 (2 + y). 


Hallar la matriz de la transformación lineal inversa. 

545. Se examina un conjunto de todos los vectores geométricos, 
La transformación lineal A es la aplicación especular de estos уесќо- 
res respecto al plano Р. Hallar A“. 

546. En un espacio lineal con base ез, е, se da la transformación 
lineal A. Hallar la matriz de la transformación inversa si Ae, = 
= е, Ае, = е. 

547. La transformación lineal A consiste en girar cada vector 
del plano хОу en un ángulo с. Hallar la matriz B = А +A 
548. Se da la transformación lineal А: 2' =z +y, y 

=2 (2 + y). Hallar la transformación lineal inversa. 

549. La transformación lineal А consiste en girar cada vector 
del plano z0y en el ángulo 1/4. Hallar la matriz A” 

550. ¿Para qué valor de 2 la transformación lineal 1" = —2z + 
Фуфа, у = х 32у +z 2 = тфу А2 no tiene transfor- 
mación invers 


4, Números característicos y vectores propios de una transformación lineal, 
Sea R un espacio lineal n-dimensional dedo. El vector no nulo х € А se Паша 
vector propio de una transformación lineal A si existe un número /. tal, que se 
cumpla la igualdad Ax = Ax, Este número А se denomina número característico 
de la transformación lineal А, correspondiente al vector x. 
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Si la transformación lineal A en la base ез, €s, - . ., €n tiene la matriz 


TS 


anı апа + 


entonces de números característicos di 
Falces reales д, Ла, > - -» Àn de la ecuación de grado п que se puede escribir de 
la forma 


ап вз 


Ella so llama ecuación característica y su primer miembro so denomina polinomio 
característico de la transformación lineal А. De vector propio ху que corresponde 
al número característico Ay sirve un vector cualquiera фе, + Esta E... 
So Enen, cuyas coordenadas satisfacen el sistema de ecuaciones “lineales 
homogéneas 


(аи м) а апа 


Бап: (апп Ак) En 


Conviene indicar los teoremas importantes siguientes. 

El polinomio característico de una transformación lineal no depende de la 
elección de la base. 

Si la matriz A de una transformación lineal A es simétrica, entonces todas las 
raíces de la ecuación característica | А —A£| = 0 son números reales, 

551. Hallar los números característicos y los vectores propios 
de la transformación A definida por las ecuaciones т” = 5л -+ 4y, 
y = 8: +. 


Resolución. La matriz de la transformación se escribirá así: 


54 
к (5 а) s 

La ecuación característica tiene la forma 
5—54 

| 8 


| 0, о bien 2—1424-13=0; 


los números característicos воп M = 1, ^= 13. 
Para determinar las coordenadas de los vectores propios obtenemos dos 
sistemas йе ecuaciones lineales: 


{@-мычы-0 (EME + ko, 
SHOA) =0 (88, HO ha) Ea = 0. 
Сото %, = 1, el primer sistema puede ser escrito del modo siguiente: 
ME 0, 
81 +88, =0. 


y &, deben satisfacer la ecuación Ex + Es = 0 
solución de este sistema tiene la forma Ex = сү, 


Pues bien, los valores de 
o bien Ё, = —Ey. Por lo tanto, 
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y donde є es una magnitud arbitraria, Así, pues, al número caracterís- 
Ч le corresponde una familia de vectores propios ш = се — ее, о зев, 


o A 
—8 + 0, 
SE —4,=0, 


о sea, Ea = 2. Suponi 


de da = са, obtenemos ¿a = Эв. Por consiguiente, al 
número característico А. fami 


3 Te corresponde una los vectores propios 


«y presentes en las igualdades 
séricos cualesquiera, obtendre- 
de la transformación lineal A. 


552. Se da una transformación lineal con la matriz A =(G 9). 
Hallar los números característicos y los vectores propios de esta 
transformación. 

553. Hallar los números característicos y los vectores propios 


6 —4 
de una transformación lineal con la matriz А = k 71), 


554. Hallar los números característicos y los vectores propios 


a —b' 
de una transformación lineal соп la matriz a-f; ni 


555. Determinar los números característicos y los vectores pro- 
pios de una transformación lineal con la matriz 


2-1 1 
a=- 2—1 


оо 
Resolución, Planteemos la ecuación caracteri 
2 — —1 1 
= 124 —1 |=0, o sea, (12) [@—%)#—10=0, (1—1) (3—A)=0, 
I o oar Mam l, №3, 


Si А = 4, entonces, para determinar las coordenadas del vector propio 
obtenemos el sistema de ecuaciones 


{ Er — En Esc 0, 


Jiti: 
ta 


о A = 1 le corresponde una familia de 


Ahora bien, al número caracteri 
los vectores propios u = с (e, + es). 

Si А = 3, entonces, para determinar las coordenadas del vector propio 
obtenemos el sistema de ecuaciones 


{ =i iti =, 


—i ttim, 

E=0. 
correspondientes a este número caract. 
(е-е). 


La familia de los vectores propi: 
rístico se defino por la igualdad 
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556. Determinar los números característicos y los vectores pro- 
pios de una transformación lineal A con la matriz 


113 
A= 151). 
311 


557. Demostrar que si 


Asi Aiz lss) 
Gz, з 93 
з, аз» азу, 


es una matriz simétrica у los números reales а, ф y y son distintos 
de cero, todas las raíces de la ecuación característica de la matriz 


ay 420/8 analy 
a (ein de, Es ») 


азү/® азү/ф азу 


son números reales. 


Resolución. En la base ер, es, e, examinemos la transformación 
con la matriz A. Entonces, 


Ае = ane, + (021P/a) ea + (азт/о) ез, 
Ае, = (0122 /P) е + азе, + (аззҮ/ф) ез, 
Aes = (ау/ү) e, + (a298/y) ез + аззез, 
А (ое) = anae, + апре, + ашүе,, 

A (бе) = азае, + аз:Ве + аззтез, 

А (те) = aste, + аззВез + аззүе,. 
Haciendo ае, = ej, бе, = ej, yes = e, tenemos 


o_bien 


Де; = ае! aneit anei, 
Ае = азе, --ае;--аз;е;, 
Ае; 11-4365 + ag. 


De este modo, de matriz de la transformación 
sirvo la matriz simétrica 
aiz Gig 
E a 


аз aga Ggs 


Por lo tanto, la ecuación característica de la transformación lineal A en la 
baso е, ез, es tione sólo raíces roalos. Puesto que al pasar а la baso eu es, es 
los números característicos no cambian, entonces las mismas raíces las tiene 
también la ecuación característica de la matriz А. 

558. La transformación lineal A consiste en girar un espacio 
en un ángulo igual a 1/3 alrededor del eje Oz. Hallar los números 
característicos y los vectores propios de esta transformación. 
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Indicación: mostrar que la matriz de esta transformación lineal tiene la 
forma 


12 —V32 0 
A=| V52 112.0]. 
o o 1) 


559. Conociendo los números característicos de la transformación 
lineal A hallar los números característicos de la transformación 
lineal inversa А-!, 


Indicación: mostrar que de la ecuación | A-1 — АЕ | = 0 resulta la ecua- 
ción | А — (1/4) E | = 0. 


560. Hallar los números característicos y los vectores propios 
do la transformación lineal А con la matriz 


0100 
0010 
0001 
1000 


561. Hallar los números característicos y los vectores propios 
de una transformación lineal con la matriz. 


ap y 
A= 109). 
Bra 


$ 5. Espacio euclideo 


Un espacio lineal А se llama euclideo si hay una regla que permita рага cada 
dos vectores х e y de А construir un número; real denominado producto escalar 
de los vectores х е y y designado por (х, y), con ello esta regla satisface las con- 
diciones siguientes: 

1а, (х, у) = (у, x); 

а (х, у) + (x, z), 
5. (х, y) para un número real cualquiera A; 

4a, (х, х) > 0, зі х #0. 

De las condiciones 12 a 4^ se deduce que: 

a) (у + z, х) = (у, х) + (z, х); 

b) (x, A A(x, у); 

c) (0, х) = 0 para cualquier vector х. 

El producto escalar de cualquier vector x € R por sí mismo, se Ilama cuadra- 
do escalar del vector x. 

Se denomina longitud del vector x en un espacio euclideo a la raíz cuadrada 
extraída del cuadrado escalar de este vector, o sea, | x| = Y (х, ж)- 

Si А. es un número real cualquiera у х es un vector cualquiera de un espacio 
euclídeo, entonces | Ax] = 1А1-1 x |. 

Un vector cuya longitud es igual a la unidad se dice normalizado. Si x € R 


өз un vector no nulo, no es difícil ver que х (зе puede designar por 3 ) 


1 
Vx] [кү 
ез un vector normalizado. 
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‚_ Para dos vectores cualesquiera х e y en un espacio euclideo se cumple la 
desigualdad (x, УЙ < (к, x) (у, y) llamada desigualdad de Cauchy — Buniakovskt. 
La igualdad (x, y) (x, x) (y, y) tiene lugar si, y sólo si, los vectores x e y 

son linealmente dependientes. 
De la desigualdad de Cauchy — Buniakovski resulta que — 


< 1. El ángulo Ф definido por la igualdad cos = — 
segmento [0, л] se denomina ángulo entre los vectores x e y. Si х e y son vectores 
no nulos y p = 1/2, entonces (х, y) = 0. En este caso se dice que los vectores 
х e y son ortogonales y se escribe x | y. 

Para vectores arbitrarios x e y Че un espacio euclideo tienen lugar las rela- 
ciones siguientes fundamentales: 

1.1 x + yl < хі +1 yl (desigualdad del triángulo). 
2 ol ángulo entre los vectores х е y; entonces | х — y |? = | x |? + 
КИШ Vx | +1 y | cos ф (teorema del coseno). Si х 1 y, entonces se obtiene 
la igualdad | x — yI*=1x12%+ | y 1? Sustituyendo en la última igualdad 
y por —y obtendremos | х + у|* = | x|? + | y]? (teorema de Pitágoras). 

562. Se da el espacio lineal examinado en el problema 461. 
¿Se puede definir el producto escalar de dos vectores arbitrarios 
x= (En En 03 En) € у = (п; No -- 3 Mn) por Ja igualdad 
(х, у) = Emp + Ese + --. + Ena (рага que este espacio Jlegue 
а ser euclídeo)? 

Resolución. Vamos a comprobar el cumpli 


1%, Como (y, х). E + 
2a: беа (би бш 


y perteneciente al 


iento de las condiciones 12 — 48, 
Mb т, ' У) = (у, х). 
En). Entonces у ® = (m + tii ma + taies 
Enta + Esto Entin, + En bs 
Я бт F G: Fn уж 
ja, (Ах, y) = Ан + Aaa H -o H Ат = А (фин + Eana + 

i © А (к y 


х, у}. 
Ж = ЕЕЕ... 0 si al menos uno de los números 
ET я. eN 

563. Se da el espacio euclídeo examinado en el problema 562. 
Sean Er En, ..., En la cantidad de n tipos de artículos que se 
fabrican diariamente por una planta y Mi Mas + + ++ Min los precios 
respectivos de estos artículos. ¿Cómo se puede interpretar el produc- 
to кы de los vectores х = (E Es; -i En) € y = Mi ш... 
+ «Mn 
564. Ѕе da un espacio lineal cuyos vectores son todos los sistemas 
posibles compuestos por п números pos i Top Va 
eaei Ба), Y = Mi Na -i ты), ® = (0; ai En)» --- La 
adición de los vectores y la multiplicación de un vector por un 
número están definidas por las igualdades х + y = (ит. Esta» > > - 
+. es тм), Ax = (El, El, ..., Ex). ¿Se puede hacer euclideo esto 
espacio al definir el producto escalar рог la igualdad (х, у) = 
= ln Es ln q, + In Es ln ng + + + In En In mp? 

Resolución. Vamos a comprobar el cumplimiento de las condiciones 1% — 4, 

49. (x, y) = ln Es in my + lo Es ln ma + >; > In ón do Nns 

(у, х) = а ny In E, + ln ma In Es + - + ln nn 1а Eno 
о sea, (к, у) = (у, х). 
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E а Sn O E Aaa 

(х, z) 

gril а 35 hm тн. А я ют ДИА Ыы 337 абири 
Ea. 


¿Edo ER In nn = A On E, X 


be 
МЕ зер ТА 
Por lo Ro el espacio que se Ф ¿omsidera es eyclídeo. 


565. Se examina un espacio lineal de las funciones х = х Q 
у = уй), z = z (t), ... que son continuas en el intervalo [a, Б 
¿Puede hacerse lineal este espacio al definir el producto escalar 
de dos vectores cualesquiera x o y por la igualdad (x, y) = 


=j x (0) y (1) de? 


566. ¿Es el conjunto de todos los vectores geométricos un espa- 
cio euclídeo si el producto escalar de dos vectores se define como: 
producto de sus longit 

67. ¿Forma el conjunto de todos los vectores geométricos un 
espacio euclideo si el producto escalar de dos vectores arbitrarios 
a y b se define como producto de la longitud del vector a y Ја produc- 
ción triplicada del vector b por el sentido del vector a? 

. Se da ul espacio lineal examinado en el problema saz рита 

п = 4. Determinar el ángulo entre los vectores х = (4; 4; 2; 2) 
e y = (1; 3; 3; —9). 
Resolución, Tenemos 

їх = Уку) = V FIFITA 

=10, (х, y)=4- 


—0,4; q=arccos(—0, 1)=174%15". 


510 
569. Se da el espacio euclídeo examinado en el problema 562. 


Determinar el ángulo entre los vectores х = (1; V3; Y 5 
Уа 1) e y= (1; 0; 0; 0). 
` 570. Se examina el espacio cuciídeo de ра funciones continuas 
х (t), y (0), z (t), ... en el segmento [—1, 1). El producto escalar 
i 


está definido por la igualdad (x, y) = | x (0 y (9 dt. Hallar el 


ángulo entre los vectores x = 302 — 1, y = 3t — 5. 


Resolución. Tenemos 
1 


к, у= | Br Bise) ш. 


No es difícil ver que (х, y) = 0, ya que la función subintegral es impar. Рог 
consiguiente, los vectores X e y son ortogonales. 
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571. Se da el espacio euclídeo examinado en el problema 562 
para п = б. Comprobar la validez del teorema de Pitágoras pr 
los vectores ortogonales x = (1; 0; 2; 0; 2; 0) e y = (0; 6; 

0; 2). 
Resolución, Tenemos 
tu =VIFOFIFOFIFO=3, ly =VTFICFOFIFOFA="8 
x+y=(1 6 
Ix+yl= УТ-+Е36+-4--9. 
De suerte que | х|2 1 yl? =| x+ yl’ 

572. En el espacio euclídeo de las funciones continuas corres- 
pondientes a los datos del problema 565 se examinan dos vectores: 
x= +1, y = М +1. Hallar el valor de A рага el cual los 
vectores х e y son ortogonales sobre el segmento [0, 1] y comprobar 
la justeza del teorema de Pitágoras para estos vectores. 


Resolución, Escribimos el producto escalar 


mn) sara 0401944 
1 


Puesto que (x, y) = O, determinamos A; tenemos 2/5 + (+ 013 + 1 = 


= 0, de donde À = 
'Hallamos ab Тоза judes de los vectores x = й + 1, y = —(5/2) а + 


+1, х+у= — (8/0) 


Ix+yi -yj (Fronta) a= 
Ц 


De este modo, | x |3 = 28/15, | yi? = 7/12, | x + у1* = 49/20, о sea, 
хта уа = хуа. 
573. Se examina un conjunto de 


de los vectores geométricos a* = (а, 


istemas ordenados cualesquiera 
5 ал), b* = (by; by 
сд), 11. ¿Es euclideo este conjunto 
3013 adición de los elementos, Ta multiplicación de un elemento por 
un número y el producto escalar se-definen por las igualdades a* + 
++ DP = (ai + bi; a + Des > dar 
(i 


ade МЫ? O arai 
БЕ eNe ыша ашай ASTA MOA de Les е osos alite 
de los vectores geométricos). 
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574. Demostrar la justeza de las desigualdades: 


ИЕ) (т)... En п) 
ЅУВТЕТ ВНУ. ENE 
нЕ... н... + 
< (Em + Em + ++ + Бота) 


donde Em Em +. Ens Mis Mas - - => Mn воп números reales. 


Indicación. Utilizar las desigualdades triangular y de Cauchy — Випіакоув- 
ki para el espacio euclídeo examinado en el problema 562. 


575. Se examinan todas las funciones continuas posibles = (t), 
y (t), z (t) ... sobre el segmento [0, 1]. Demostrar la justeza de 
las desigualdades: 


| [[ а (ау ий, 


f оча (иав) Pd), si (040. 
fj f; 


ес 


$ 6. Base ortogonal y transformaciones 


ortogonales 
1. Base ortogonal. La baso ез, ез, - . , е, de un espacio cuclídoo se llama 
ortogonal si (ер, ең) = 0 cuando i k. 

Es justo el teorema siguiente: en todo espacio euclideo hay una base ortogonal. 
Si la base ortogonal se compone de vectores normalizados, entonces esta base se 
Пата ortonormal. Para la base ortogonal ез, ез, - - ., €, зе cumplen las igualdades 


0, si 


(е, ъ={ „ж 


Si еп un espacio euclideo n-dimensional se conoce una base cualquiera 
fis La, + ><, fn, en este espacio siempre se puede encontrar también la base orto- 
normal er, ез, ..., On- 

Cualquier vector Х de un espacio euclideo, representado еп la base ortonor- 
mal, so define por la igualdad 


= fier + Ee + o + + Ме. 


La longitud del vector x se encuentra por la fórmula 
I= V FFER 


er + е; +- e бле, Y= тез + Taes +... 4 Mne, 
AS (colineales. proporcionales) М, y sólo si, "°" 


ыт = айы =... = лы. 
La condición de ortogonalidad de los vectores x e y tiene la forma 
Ыт + Зат + o + + + Зат = 0. 


Dos vectores х 
son linealmente ini 
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El ángulo entre dos vectores x e y se encuentra por la fórmula 


imtë 
VETH. 


cos p= 


+ КЕКСЕ 


En los problemas siguientes la base ortonormal de un espacio euclídeo 
n-dimensional se designa рог €,, ез, ..., €p- 

576. Hallar la longitud del vector х 

577. Normalizar el vector x = e, + 2 
+ 5 Y Ses. 


578. Se da la matriz 


—2, 
| з E 
3/7 6/7 —2/7, 


de paso de la base ortonormal ез, ез, ез a la base e, е, es. Demos- 
trar que la base el. el, е; es ortonormal. 

579. Normalizar el vector x = e, sen? a + ey sen a cos a + 
+ ey sen æ cos а -+ e, сох т. 

580. Determinar el ángulo entre los vectores х = е, V7 + 
+еу5 е уЗ е, у=е,ү7- eV 5. 

581. Hallar un vector normalizado que sea ortogonal а los vecto- 

E e: — es — en у = е — 3e, + ез + ep z= e + 


ага qué valor de А los vectores x = ñe, + Ле, — ез — 
— Лец, у = е, — ez + Лез — e, tienen iguales longitudes? 

583. En un espacio cuatridimensional se da la base f, fa, fy, ба. 
Mediante los vectores de esta base construir Ja base ortonormal 
de este mismo espacio. 


Resolución. Primeramente construimos en el espacio dado una base cual- 


quiera gi, La; La: B4 к 

Hacemos @ = h, ga = fa + ag. Ексорешо» un número real а de modo 
que se cumpla la condición de ga 1 g. Multiplicando escalarmente рог gy 
ambos miembros de la última igualdad. obtenemos 


(is йз) = (и, fa) + a (fis ш). 


Como (д, Es) = 0, entonces а = — (а 1,)/( £) 
Luego, an Ja igualdad ф = h 1 Da E Doa мїессїошешов fy y б de 
modo que se cumplan las condiciones g з, Es 1 go. De las igualdades 


(gis E) = (gis 15) + Bi (ш, ш) + Ba (En ш), 
(ва, йз) = (вз, fa) + Br (81, 82) + Ba (Lo, Ea) 


obtenemos —(@, Паз, я), б, = — lta 0), 
Por último, de la igualdad gom |; + түй + Тш, + Тнк hallamos Yı = 
= —(а, Ї,)/(ш. g1), Ya = (8а, Ї„)/(из. їз = — (Es, Ї&)/(йз› Es)- 
De suerte que соп la selección efectuada о Py, Bas Vis Ye, Ya 108 vectores 
E Шр En Es son ortogonales de par en par. Por lo tanto, Tos vectores e, = 
lgl, е = g/l gzl, ез = 8/1 gsl, е = g/l й,| forman una base 
ortonormal. 
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584. Se examina un espacio euclídeo de polinomios no superiores 
al segundo grado. El producto escalar de dos polinomios arbitrarios 
x=x( e y =y(0) está definido por la igualdad (х, у) = 

1 


х (t) y (t) dt. Utilizando la base fı = 2, f, =t, 1 = 1 y 


valiéndose del método de resolución examinado en el problema 583, 
construir la base ortonormal para este espacio. 


дошад, Primeramente construimos la base ortogonal: gu, ga, gy Ha- 
ciendo gı = fi, о sea, gi = 0, ш = fa + ag, = t + аб. Entonces 


а= | sara] pat. 


o 


En virtud de la ortogon: 
última igualdad se апи 
'Hallamos ahora g 
amos los.waloms de ч- 


(а-о y (0. 5е)а =. 
» a 


d do los vectores gı y ga ol primor miembro de la 

A pues, а = —5 = 5 — e 
igualdad gy = Ве (£ — 54/4) dotormi- 

ерата do ortogonalldad 


De oste modo, 
П 


1 1 
=f eaim f ea y af (1-3 Jarm | (веја. 
з 2 


è 


Do aqui B= 
таноо des de los vectores y, = - = 
allamos las longitudos de los vectores а, t= 5а 
о га ъ= буш 


el "ш 


° 


„ Ba = —4 у ga = t — 513/3 — 4 (t — 50), о sea, gy = 


E A 
= а 280 фа y 
rá: (ise еа) а= 

a 
sy E NA 
=y: a oda 9: 
De este modo, los vectores 

ег 18:1 V5, e= glg: = VI (4—5), ез= кака 

forman la base ortonormal. 


=3—1u 41 
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585. ¿Para qué valor de А la base constituida por los vectores 
Er = Хе + е, + е; + es д, = е, + Ле, + е, + Ca Es =€ + e9 + 
+ hes + en Ba = е, + e, + е, + he, es ortogonal? Normalizar esta 
base, 

Resolución, Partiendo de la condición (е, ex) = 0 (рага i к) obtenemos 
la ecuación A +A + 1 + 1 = 0. Por consiguiente, 2=—1 y д = —e + 
+ е, + es + е, E — e, + est е, з= ее — ез + е, u= 


= + e+ 
or “lo 


а 


12 е, es ortonormal? 


=pe +5 e+ 


Resolución. Partiendo de las condiciones | ef | = 1, (еї, еду = 0 (cuando 


4 че k), obtenemos el sistema de ecuaciones 
Ру Re 
a (1 — a) + 3 (1 — a) B + Зар = 0. 
De la última ecuación hallamos р = —a (а — 1)/3. Sustituyendo esto 
valor de В en la primera ecuación, tenemos 
ar (1 — at -+ a? (1 — att = 9; 1—2 (1 аја + a? (1 — a)? = 9; 
(1 —a + a) = 9. 


a= -4 er 


2 2 
e at P= -4 atge 


tien 99-2 а е— 


2. Transformaciones ortogona! Una transformación lineal A se llama 
ortogonal ві no haco cambiar la longitud de un vector cualquiera de un espacio 
ideo, o sea ві | Ах | = | х |. Con ello la transformación ortogonal A no hace 
cambiar el producto escalar de dos vectores cualesquiera х e y del espacio euclí- 
deo, о sea, (Ax, Ау) = (x, y). De este modo, 
(х, y) __(Ах, Ay) 
ШИНЕ ТАХ jAy] 
Do la última igualdad se desprende que la transformación ortogonal А по hace 
cambiar el ángulo entre dos vectores cualesquiera x e y. 
La transformación ortogonal convierte una base ortonormal cualquiera en 
otra ortonormal. Por el contrario, si una transformación lineal convierte una 
baso ortonormal cualquiera en otra ortonormal, tal transformación es ortogonal. 
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587. ¿Es ortogonal una transformación que convierte cada vector 
geométrico en un vector que sea simétrico respecto a cierto plano 
fijo? 

588. ¿Es ortogonal una transformación que consiste en girar 
un vector cualquiera que esté en el plano х0у en un ángulo fijo а? 

589. ¿Para qué valores de % la transformación A definida por la 
igualdad Ax = Ax es ortogonal? 

590. ¿Es ortogonal una transformación A definida en una base 
ortonormal cualquiera еу, ez, ез por la matriz 


yy ау; Cy 
а- (= а а], 
аз аз азу, 


апаа + anās, + 091099 = 0, 101s + 4а + азау = 0, 


азайзз + 4ззйзз + азау = 0, 
а tah Ба td а, + а + а= 1, а + а + а = 1? 


591. ¿Es ortogonal la transformación Ах = — ђе, + Ese, + 
+ Eses + Esta, donde х = Eje, + е, + Esta + Ese, es un vector 
arbitrario у ез, ез, ез, €, ез la base ortonormal? 

592. Sea е, ез, ез, ец. е, ев, una base ortonormal. Demostrar 
que A es una transformación ortonormal si Ae, = ез, Ae, = —е, 
Ае, = ey cosa + es sen, Ae, = —ey sen а + е,соза, Ае, = 
= е, cos В + е, sen B, Aes = —e, sen В + е, cos В. 


$ 7. Formas cuadráticas 


grado. 
forma cuadrática de Таз variables а, za, 
real cualquiera, entonces / (лу, 
Sal: 

tonces 


AN (Ens а, 
Si nS 


1 ба. ха) = anaf + Zapata + anash. 


Si n = 3, entonces 


Í (Zis Zas аз) = ana} + агат + assz + 2аулулу + 20131113 + Фаувлулу. 


A continuación todos 
la forma cuadrática de tres v 
La matriz 


los y definiciones vamos a citarlos para 
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еп la cual aj, = аң se llama matriz de la forma cuadrática f (£y, Za, 29) y el 
determinante correspondiente se denomina determinante de esta forma cuadrática, 

үн domo А es una matriz simétrica, las raíces dy, a, Ay do la ecuación caracte- 
rística 


in 9—9 


a —h а; La 
=ù 


ш аз а 
зоп números reales. 
Sean 


buer + Bares + ®зме;, 
biser + базе 1 Bases. 
е; = бце, + Days H bases 


vectores propios normalizados correspondientes a los números característicos 
An Эч, Аа өп la base ortonormal ез, ез, ез. А su vez, los vectores e;, e;, е; forman 
una Ђаво ortonormal. La matriz 


bir biz бз 
э-(м baz bas 
bar Daz bas 


ез la matriz de paso do la base е, ез, е, a la base 
Las fórmulas do transformación do las coordena, 
ortonormal ti 


е. 
pasar а la nueva baso 
a la forma 


таа аат th 
Zt- basta asta, 
iTi H Daza H bss 


Transformando con ayuda do estas fórmulas la forma cuadrática / (ху, х2, 225) 
obtonemos ¿la forma cuadrática 


Fizi zh z= ri 


H harit H Aars? 
que no contiene términos con los productos х{т{, ={2;, түтү. 

Se suele decir que la forma cuadrática / (zı, za, тз) =ч reducida a la forma 
canónica con ayuda de la transformación ortogonal B. Se razonaba suponiendo 
gue dos números característicos ha Aa, ә son distintos. Mostraromos on los pro- 
blemas cómo so debo proceder si hay números característicos iguales. 


593. Reducir a la forma canónica la forma cuadrática 
f = 2722 — 102,2, + 322. 


Resolución. Aquí аң = 27, а = —5, as, = 3. Escribimos la ecuación 
cuadrática 


Es —5 
—5 3—А 


о soa, los números característicos Ay = 2, %a = 28. 
Detorminamos los vectores propios. Si A = 2, obtenemos el sistema de 


ecuaciones 
255 — sE = 0, 
51+ b0. 


Haciendo E, = с, tenemos Ey = 5с, o sea, el vector 


Е о bien 42—204456=0, 


Ahora bien, $, = SE, 
propio u = с (е; + 
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Si A = 28, llegamos al sistema 


En este caso obtenemos el vector propio v = с (—5e; + es). 
Para normalizar los vectores u, v hay que tomar с = 1/Y FF 57 = 
= 1/y 26. De suerte que hemos encontrado: los vectores propios normalizados 


Гу 26, е, = (—5ey 26. 
акту ААВ АЕ 
la forma 


е, а la baso ortonormal ef, е; 


А poi pe 
57/26 uya) 
De aquí obtenemos las fórmulas de transformación de las coordenadas 


Esto resultado so puede obtener inmediatamente, puesto que / = А" + аг. 
594. Reducir a la forma canónica la forma cuadrática 
1 = 2л} + 82,2, + Ваз. 


Resolución. Aqui ау = 2, аз = 4, ау = 8. Resolvemos la ecuación carac= 
torística 


[7% в-к] * 


Detorminamos los vectores propios. Cuando 2. = 0, obtenemos el sistema 
de ecuaciones 


+4=0, 


que tiene la solución E, = 2e, Es 
Cuando А = 10, tenemos 


Че donde 5, = 


с (е + 2е,). 
Tomando з. ,, encontramos los vectores propios nor= 
malizados е} = (2e, —e,)/V 5, е; = (еу--2е,)/ 5. 
La matriz de paso a la nuevafbase (la matriz de la transformación ortogonal) 
tiene la forma 
ж ( 2v5 E) 
уз 2v5)" 
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Las fórmulas de transformación de las сшкш, se ша ыш asi: 


2 A, de 
= E уз” === + Ук ть 


Por consiguiente, 


z+ 


2 
= 1024- 

х(– УЕ 75 УЕ 2)" =107% 
Se puede resolver este problema más sencillamente. Notemos que / = 

= 2 (а + 223); por = ве РУ tomar = (z, +22 /Y 1F4 
= (а + 22)/Y 5,2% — 27У 5 (la segund: Лава está escrita tenien- 

do en cuenta Ауа de la transformación); puesto que z; + 224 = 

= y 5a, пр 1 = 402%. 


595. Reducir а la forma canónica la forma cuadrática 
[= Зай + 2a} + а} + бал, + балу. 


Resolución. Aquí a = 3, аз, = 2, азз = 1, =2, a = 0, ap = 2. 
Escribimos la ecuación caracterisa "о а in ” 


3-0 2 0 
2 24 2 RBA) CM (1—A)—4 (1044 (3—0) = 0; 
о 2 4—5 


@—)@—)(%—)—8(2—)у=0; (2—2)0*—44+ 3 — 8) = 0, 
(2— А) 00 — 4— 5) = 0; м=2, = 1, һе 5. 
Determinamos los vectores propios correspondientes а los números caracte 


rísticos hallados. Para encontrar las coordenadas de los vectores propios hallamos 
tros sistemas de ecuaciones lineales: 


1) 4=2, 2 4=-—1, 3) h=5. 
и+2и=0, Akit 22 — 42m, 
2+2=0, Bitit 2» —3Ыь-+2%ь=0, 
La + 2a Es = 0; 


—le, з= с È= —2e, Ès = 20, 
ъ= u= c (2e, — ез — 2е,), 
v = c (e, — 2е, + 2e,), w= c (2e, + 2ez + ез), 


ei = $ (er — es — Zes); ef= $ le — 2o, + 26): 
«= $ (e, + 2e, + e). 


La matriz de la transformación ortogonal tiene la forma 
2/3 1/3 2/3. 
а-(— —3 20). 
—2/3 2/3 1/3 
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Las fórmulas de transformación de las coordenadas 
Ж „л ЕРЕ ЧИР 1 : МИРТ) „ 
asg ititi A рь 
2 г у. # Pe 
nr 


De este modo, f = 22} — Y] + 524. 
596. Reducir а la forma canónica la forma cuadrática 


1 = баї + 322 + 32% + дулу + 4252) — Berty 
= 3, бз = 2, аз = 2, бы = б, 


Resolución. Aquí eu = бу азд m 3 


Resolviendo la ecuación caracteristica 
A 2 
2 3-4 -4|=0, 
2 —4з—› 


encontramos los números característicos Ay = Ay = 7, My = —2, 
'Cuando A = 7, llogamos al sistema 


Litt AmO, 
21—440, 
Æ — E, —4Es 0, 


que se reduce а una sola ecuación E, = 2, + 2s. La solución do este sistema 
so puedo escribir de la forma E, = 2а- 30, Ea = a, Ea = b. Como resultado 
obtenemos una famili vectores propios u = 2 (a + b) e, + aes + Бе, que 
depende de dos parámetros а y 


Cuando А = —2, obtenemos tema 
8.25.46. 
2H SE áis 
25, — Ez t SES Ue 


Resolviendo, por ejemplo, las dos últimas ecuaciones, tenemos E/9 = 
= 60—18) = Es (18), о bien i = — E2: Em с, ба = —2e, 
2e. Así, pose, obiendremos una familia monoparaméirica de los vectores 


u = 2 (a + b) e, + ае, + bes esco- 
Haciendo, por ejemplo, a = 0, 
eleccionamos los parámetros 

0. Entonces obtendremos la 


= f, obtenemos el vector propio i 
a y b de modo que, se cumpla la iguald: 


ecuación 2-2 (а + b) + b= 0, о sea, 4а = 0. Ahora se puede tomar 
Ъ = —4; de aquí encontramos el otro vector propio de la familia exami- 
a: u, = 2e; + 563 


De suerte que hemos obtenido tres vectores ortogonales de par en par: 
u, = 2e; + e, Us = 2e, + 5e, — бер, v= е, — 2e, — 2e,. Los vectores pro- 
plos u, у u, corresponden al número característico Я = 7 y el vector propio v 
corresponde al número característico / = —2 cuando e= 1 
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Normalizando estos vectores, obtendremos una nueva base ortonormal, 
соп ello la"matriz de paso a la nueva base tiene la forma 


AVE 28V3) 13 
B=| 0 Уз —23 

15 403 VB) —213, 

Aplicando ias бешшав de transformación de las coordenadas z, 


ps o y 


2 — 2143. 


2.25 а la forma cuadrática dada, obtenemos 7224-7252 


Capítulo VI. Introducción 
al análisis 


$ 1. Errores absoluto y relativo 


Деп a un número aproximado que sustituye en los cálculos al número exac- 
to A. 
So Паша error absoluto del número aproximado a, al valor absoluto de Ja 
diferencia entre este número y el número exacto respectivo: | А — a |. 

Se denomina error absoluto límite a un número menor posible A, que satis- 
face la desigualdad | А — a| <A. 

El número exacto A se encuentra dentro de los límites a — A<AK 
<a- A, o bion А = а 

Ha recibido el nombre de 


el error absoluto de este número 
о orden. 


desarrollo decimal tienen signos (cifras) czactos 
ile del número aproximado а con 


no excede de la mitad de la unidad de n: 
Cuando n > 1, como error relativo !! 


la primora cifra significativa k so puedo tomar el número ô= A (9). 


Si se conoce que 


<a)”. o 


entonces el número a tiene n signos exactos. 

El error absoluto límite de la suma algobraica de varios números es igual 
a la suma de los errores absolutos límites de los sumandos. 

El error relativo de la suma de sumandos positivos no supera el mayor entro 
los errores relativos de estos sumandos. 

El error relativo límito del producto y del cociente de números aproxima- 
dos es igual a la suma de los errores relativos límites de estos números. 

El error relativo límite de la potencia de un número aproximado ев igual 
al producto del error relativo límite de este número por el exponente de la poten- 
cia. 


597. El ángulo medido por el teodolito resulta igual a 22°20'30” + 
+ 30”. ¿Cuál es el error relativo de la medición? 
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Resolución. El orror absoluto A = 30”. Entonces el error relativo 


A зо" Я 
0% 


“4%. 


598. Determinar el número de signos exactos y escribir respecti- 
vamente el valor aproximado de la aceleración de la gravedad 
g = 9,806... si el error relativo es del 0,5%. 

Resolución. Como la primera cifra significativa ев 9, entonces, utilizando 
la desigualdad (1), obtendremos 0,005 < zolo) „о зев, п = 2. Por 
lo tanto, g = 9,8. 

599. So conoce que el error relativo límite del número V19 
es igual al 0,1%. ¿Cuántos signos exactos se contiene en este nú- 
mero? 

Resolución, Aquí la primora cifra significativa es 4, el error relativo límite 
$ = 0,001 ә 10-5. En razón do la desigualdad (1) tenemos 0,001 < z 5) 5 
do dundo п = 3. Por consiguiente, У 19 = 4,36 (por las tablas de cuatro 
signos Y/ 19 = 4,3589). 


600. ¿Cuántos signos exactos contiene el número А = 3,7563 
si el error relativo es igual al 1%? 


Resolución. La primera cifra exacta es 3, por eso 0,01 < mu (5) das 
dondo п = 2. El número А so dobe escribir así: A = 3,8. 


601. El área de un cuadrado es igual a 25,16 cm? (con la preci- 
sión hasta 0,01 cm*). ¿Con qué error relativo у con cuántos signos 
exactos se puedo determinar el lado del cuadrado? 


Resolución, El 
vaso: S = (1/2 


do buscado z = у 75,18. El error relativo del lado dol 
OLME T0). donde 0.01 es orror absoluto del área, ө ses, 
- 0000. Та нм cifra significativa del número que mide el lado del 
ndo la desigui para k= 5, obtendremos 
EDO, On ө bion, 9 AR poolo naa. 


602. ¿Con cuántos signos exactos se puede determinar el radio 
de un círculo si se conoce que su área es igual a 124,35 cm? (con 
precisión de hasta 0,01 cm)? 

603. Hallar el error relativo límite al calcular la superficie 
completa de un cono truncado si los radios de sus bases А = 23,64 + 
ж 0,01 (cm), r = 17,31 +0,01 (cm), la generatriz l = 10,21 + 
Æ 0,01 (ст); el número л = 3,14. 

604. El número g = 9,8066 es el valor aproximado de la acelera- 
ción de la gravedad (para la latitud de 45°) con cinco signos exactos. 
Hallar su error relativo. 

605. Calcular el área de un rectángulo cuyos lados tienen 95,73 + 
+0,01 (т) y 94,5 + 0,01 (m). Determinar el error relativo del 
resultado y el número de signos exactos. 
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$ 2. Función de una variable independiente 


Se llaman números reales a los números racionales e irracionales. 
Se denomina valor absoluto de un número real a, a un número no negativo 
1 a] definido del modo siguiente: 


f ай а>, 
“-{ —a si а<0. 

Sean dados dos conjuntos no vacíos X e Y. Si а cada elemento z 
junto X se pone өп correspondencia, según cierta regla, un, y sólo un, elemento 
} del Y, so dico que sobre ol conjunto X está definida la función f (o la aplica- 


sión) con el conjunto de valores Y. Esto so puedo escribir así: z € X, X > Y, 
o bien, /: X —» Y, donde el conjunto X se llama campo de definición do la función 
y ol conjunto Y constituido por todos los números de la forma y = f (z) s0 dono- 
mina conjunto de valores de la función. El campo de definici 

so designa рог D (f) y el conjunto de valores, por Æ (f). El valor de la función 
1 (z), cuando z = а, se connota mediante f (а). 

El campo do definición de una función ta, en casos elementales: el 
intervalo abierto la, bl, o sea, el conjunto de los valores de = que satisfacen la 
condición а < = < b; un segmento (о sea, un intervalo cerrado) [a, b), es decir el 
conjunto de los valoras do т que satisfacen la condición a < z <; un Intervalo 
semiablerto la, b) (o sea, a < z < b) о bion (о soa, a < z < b); un inter- 
valo infinito la, +| (о sea, а < z < +00) o bien ]—oo, bl (o sea, —со < z < b) 
о bien ]—0o, “+oo[ (о sea, —0o < z < +00); un conjunto de varios intervalos 
abiertos o cerrados, et 

So llama gráfico do la función y = / (z) al conjunto do puntos del plano 
20у con las coordenadas (z; / (z)), donde z € X. 

La función / ( mpo do definición es simétrico respecto al cero ве 
dico par si f (—z) = / (2) para todo valor de z. El gráfico de una función par 

métrico respecto al las ordenadas. 

La función / (z) cuyo campo de definición es simétrico respecto al coro se 
dico impar si / С—а) = —/ (2) para todo valor de т, El gráfico de una función 
impar es simótrico respecto al origen de las coordenadas. 

La función f (z) so llama periódica зі existe un númoro positivo Т denomi- 
nado período do la función tal que para todas las z pertenecientes al campo de 
dofinición do la función so cumpla la igualdad / (= + 7) = / (z). Ha recibido 
el nombro de período fundamental de una función al menor número positivo т 
que posoo la propiedad indicada. 


606. Hallar 200/6). si у (а) =. 


Resolución. Hallamos los valores de la función dac 
f (a) =a%, f(b) = 62. Entonces obtendremos 
10) ак 
b 
607. Hallar el campo de definición de la función f (x)= 


con- 


para z = a y z = 


r 1° 

Resolución. La función dada está definida si 2z — 1 +4 0, o sea, si z 1/2. 
Ahora bien, el al de definición de la función es la unión de dos intervalos: 
рф =1—=, $ (UE, +0. 

608. Hallar el campo de definición de la función f(z) = 


— 4 
гю. 
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Resolución. La función está definida si z — 1 3 0 y 1+=2=>0, о sea, 
зі 231 у= 2 ición de la función es la unión de dos 
intervalos: D () 


609. Hallar el campo de defi 
На) = V T= 224 Загсѕеп 


ісібп de la función 
3—1 


Resolución. El primer sumando toma valores reales cuando 1 — 2r > 0 

do cuando —{ < (3z — 2 < 1. Ahora bien, para encontrar el 
опаа? de la función dada es_cecenario resolver el sistam 
адек 1 2z > 0, (ба — 4/2 < 1, (е — 1/2 > —1. Como resultado 
emos z < 1/2, 7 © 1, т > —1/3. Por consiguiente, el campo de definición 
de la función es el segmento [—4/3, 1/2]. 


610. Hallar el conjunto de valores de las funciones: 
1) f (z) = 22 — 6x + 5; 2) f (z) = 2 + 3 sen z. 


Resolución. 1) Separando del trinomio cuadrático el cuadrado perfecto, 
obtendremos 


#@) = 2? — 6z + 9 —4 = (с—3)+—4. 


x un número no negativo, qe эн la 
le valores 


primer sumando es para tod: 

unción loma valores no menores que 

de la función es un intervalo infinito [ 

2) Como el seno toma valores cuyo п 

mos la desigualdad | senz) <1, о bi < зеп х © {. Mul 

todos los miembros de esta doble desigualdad por 3 y adiciónándoles 
uno, obtendremos 


—3<30m1<3 -1<24+38002< 5. 
Por consiguiente, Е (f) = 1—1, 5 
611. Hallar los períodos fundamentales de las funciones: 
1) у (2) = cos 8z; 2) f (z) = sen бх + tg 4z. 


1) Puesto que ol período fundamental de la función cos z es 2л, entonces el 
poríodo fundamental de la función f (z) = cos 8z es igual a 27/8, о sea, 

2) Aquí para el primer sumando el período fundamental es igual a 21/6 = 
Sa T y Para ol segundo es igual а д4. Es evidente que el periodo fundamental 
де la función dada es el mínimo común múltiplo de los números 1/3 y 2/4, 


suerto que el conjunto 


ова л. 
612. Determinar la paridad о бшнк de las funciones: 
1) f(1)=*Y/17-+2senz; 2) у(х) ~ 25 3) f(2)= 12] — 


— 5er; 4) f(a) 00525 5) (а) = log 23. 


Resolución. En los ejercicios que se examinan el campo do definición de 
cada una do las funciones es simétrico respecto al cero: en los primeros cuatro 
ЭШ, Dio, tel y е а о ejercicio D (f) = ]—%, 


+l 
Reemplazando z por —z obtendremos 
t= 


ве 7а) = / (e): Por lo tanto, la función dada, es impar. 
emos f (—z) = 27% + 220%) = 2-х -+ 2%, о sea, f (=) = f (2). 
Deita as ДЫЙ Лы ча ре. 


4-2 воп —2) = —х@} z—2 sen z, 
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3) Aquí /(—х) = | z | — 5е(-®9= | z| —5e%, o sea, f (—2) = fI(2), 
por consiguiente, la función / (2) es 

4) Tenemos Y) = DAA S (а) = z1 — 5z. Ahora bien, f (—2) + 
Сат ta, оне, la función dada no es пі par ni impar. 


и: 109 E =з зї ш 227 
1(—9=1о=ЕЁ# —1о 23 108 (ZEE) = — 1ш ZES osen, 
1(—2)=—1 (2) y, por consiguiente, la función dada es impar. 


613. Hallar los campos de definición de las funciones: 
1) а) У +; 2) f(a) arccos (2—1); 3) 1(2)= 


= 1:00) 52:5) о КЕ: 0) 700) = log (82 


4) 210060261); 7) =} 
614. Hallar los conjuntos de valores de las funciones: 
0) /@= 11+; 2 = 5; 3) 1(3=/0-2, 
4) 1 (2) = —х* + 8r —1 1 — 3 соз z; 6) f (2) = 4%. 
615. Determinar la paridad о imparidad de las funciones: 
1) бз) = гі веп 7з; 2) f()=52-3/2% 3) у (2) = 
3242; 4) ](жу = 15] 2; 0) (а) = 12-21; б) (а) = log сова; 
162—1 
т) 1@=-®—=. 
616. Hallar los períodos fundamentales de las funciones: 
4) f(x) = sen 5z; 2) f(z) = —2 cos (2/3) + 1; 3) / (2) = 
= log соз 2z; 4) ў (2) = tg 3z + cos år. 


$ 3. Construcción de gráficos de funciones 


Al construir los gráficos de funciones se emplean los métodos siguientes: 
construcción «marcando los puntos»; operaciones con los gráficos (adición, 
sustracción, multiplicación de los gráficos); transformación de los gráficos 
(desplazamiento, alargamiento). 

"Partiendo del gráfico de la función y = f (z) se puede construir los gráficos 
de las funciones siguientes: 

= f (z — a), o sea, el gráfico inicial desplazado a lo largo del eje Oz 


7 
en la magnitud 
2) y = f (z) + b, o sea, el mismo gráfico desplazado a Jo largo del eje Oy 


en la magnitud b; 
3) y = Af (2), o sea, el gráfico inicial alargado A veces a lo largo del eje Oy. 
4) y = f (kz), o sea, el mismo gráfico alargado 1/4 veces а lo largo del 


eje Oz. 
Por lo tanto, а partir del gráfico de la función y = / (а) зе puede construir 
el gráfico de una función de forma y = Af [k (z — a)l + 


617. Construir el gráfico de la función у = 2z + 1 + cos z. 


se puede construir sumando los 
os т. El gráfico de la primera 
dos puntos, el gráfico 


Resolución. El gráfico de la función da 
ppráficos de dos funciones: y = 2z + d e y 
función es una recta que se puede construir marcando 
de la segunda función es una cosinusoide (fig. 23). 
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618. Construir el gráfico de la función 
2—zparaz<3, 
Y= | 0,12? paraz>3. 


Resolución. Cuando т < 3, de gráfico sirve una semirrecta y cuando z > 3, 
de qrálico sirve una rama de una parábola. El gráfico buscado está representado 
өп la fig. 24. 


0123456 х 


Fig. 23 Fig. 24 


619. Construir el gráfico de la función y = 2 зев (22 — 1). 


Resolución. Transformomos la función dada de modo que tenga la forma 
y = 2 sen 2 (z — 1/2). Aquí A = 2, k = 2, а = 1/2. En kalidad do gráfico 


Fig. 25 


inicial tomamos el de y == sen =. Luega construimos el gráfico de la función 
y = son 22 comprimiéndolo dos veces а lo largo del eje de abscisas. Acto se- 

ido construimos el gráfico de la función у = sen 2 (z — 1/2) mediante el 
lesplazamiento өп 1/2 a la derecha у, por fin, mediante el alargamiento de dos 
veces a lo largo dol eje de ordenadas del último gráfico, obteniendo la represen- 
tación buscada do la función y = 2 sen (2z — 1) (fig. 25). 
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Construir los gráficos de las funcion: 
620. y== sobre el segmento [—4, 4]. 
621. у = 12 2 (2 — z)? sobre el segmento 1—3, 3]. 
622. 2 en el campo de definición. 
623. 2-* sobre el segmento 10, 5! 
624. у = 26 — 1) partiendo de la función у = z’, 
625. у= тг. 626. у= 2+1. 
627. у = sen (3z — 2) + 1. 628, y = —2 соз (22 + 1). 
629. у = arcsen (z — 2). 630. у = = + 1 + sen (z — 1). 
631. y = зеп х + cos z. 

— z? para z < 0, 
зз, ( Зх para 2220, 


4—2 siz<—i, 
633. '-{ 5 si —1<zx<0, 


4+5 si z>0. 


$ 4. Lími 


Se Паша Илше deuna sucesión т, ть... ут, 
número positivo e, tan pequeño como se deseo, 
tal, que | ža al < e, cuando n > N. 

сазо se escribe lim zn 


So denomina límite de la función f (z) рага z — a al número А si para todo 
número e > 0, tan pequeño como se deseo, oxiste un número б > 0 tal, que 
ПР) А < e cuando 12 — а1 < б. Esto se escribe азі: lim f(x) = A. 


Análogamente, lim / (2) = A si | / (z) — A | < е cuando {zi >N. 
Se escribo convencionalmente lim / (2) = в si 1/(2)1 > М cuando 


al número a, si para 
to un número positivo № 


1 #— а | < б, donde М өз un número о arbitrario. 

En este caso la función f (z) se Пата magnitud infinita (infinitamente grande) 
cuando z = 1.1 

Si lim а (а) = 0, la función æ (=) so denomina magnitud infinitésima 


Unjinitamente pequeña) cuando z — a. 
z<a y т - а, entonces se escribo z — a — 0; si z >а y z— a, se 
оа а EO. Гары а= 0) = lim /( y /(a+0= 


хта 
= lim / (а) se denominan límite izquierdo y límite derecho, respectivamente, 


к-е+о 
de la función f (=) en ol punto а. 
Para la existencia del límite do la función / (z) cuando z — a, es necesario 
y suficiente que / (a — 0) = / (a 
El cálculo práctico de los límites se funda en los teoremas siguientes. 
Si existen lim f(x) y lim g (+), entonces 
ж-а хта 


1) lim [f (8) +6 (2)]= lim f()4+lim g (2); 
2) lim (f (2)-g (2)]= lim f (2)-lim g (z); 


1) 


Li i k 
9 Шеру Сүт S ра е0) 0) 


Se utilizan también los límites 
senz 


ientes: 


lim =1 (primer límite notable); 


1 үе 
lim (1+4) =lim (1-+-а)'®—е— 2,71828 ... (segundo límite notable), 
Без аз 


El logaritmo de un número z que tiene por base e se Пата logaritmo natural 
y se designa por ln z. f 
Al resolver los ejercicios es útil tener en cuenta las igualdades siguientes: 
кай з)" 
а ЧАО) ү, imine, а LE MA 


х0 * К ЖЕ х-0 т 


634. Mostrar que para поо la sucesión 3,21, 24, 
2 3 


2h, . . tiene por límite el número 2, 
Resoluctón. Aquí el n-ésimo término de la sucesión es х, = 2 -+ 1/n. Por 
consiguiente, z, — 2 = 1/n. Damos de antemano un número positivo e. Escoge- 
mos п tan grande que se cumpla la desigualdad 1/n < e. Para esto es suficiente 
[ез n Ж 1/e. Con tal selección de n obtenemos | =, — 2 | < e. Por lo tanto, 
m zp = 2. 


635. Mostrar que para n = оо la sucesión 7/3, 10/5, 13/7, ... 
2 @п + 4)/(2n + 1), .. . tiene por límite el número 3/2. 


Resolución. Aquí z, 2 = (3n + 4)/(2n + 1) — 3/2 = 5/12 (2n + 4)). 
Determinemos, para q п se cumple la desigualdad 5/12 (2n + 1)] < 8; 
como 2 (2n -+ 1) > 5/e, entonces п > 5/(4e) — 1/2, De suerte que si т> 
> 5/(4e) — 1/2, entonces | zn — 3/2] < в, о sea, lim x= 3/2. 


nae 

Haciendo е = 0,4, sacamos la conclusión de que la desigualdad | z, — 3/2 | 
< 0,1 se ара cuando л > 12 ( ejemplo, cuando n = 13). Análogamente, 
la desigualdad | за = 3/2 < 0.01 se cumple paro n > 1245 (por ejemplo. 
para 125) y la desigualdad | z, — 3/2 | < 0,001 se cumple ві n > 1249,5 
(por ejemplo si п = 1250). 


sn 5#+2 
636. Hallar el lim 2255. 


Resolución. Como z — 4, el numerador de la fracción tiende al número 
5.4 4 2 = 22 ya denominador al número 2-4 + 3 = 11, por consiguiente, 


233 
24 


im +5 

637. Hallar el lim 507 - 

Resolución. El numerador у el denomi icción crecen indefi- 
nidamente cuando z — co. En tal caso se dice que tiene | indeterminación 
Sl rma оо/оо. Dividiendo por z el numerador y el denominador de la fracción, 
obtenemos 


E; r 34 5/2 3 
ames dt a | E 


472 


ya que cuando = — оо ela una de las fracciones 5/z у 7/z tiende a сего. 


638. Hallar el lim у. 


Resolución. Aquí a mad y el denominador de la fracción cuando 
z > 3 tiende a cero (suelo decir que se obtiene la indeterminación de forma 
0/0). Tenemos 


i BR 
A ==> 
si z3 3, entonces lim nip lim ŽŁŠ , Poro cuando z—»3, la fracción 
zi * 
күз tiende al número 3+5 =2. Do suerte que Jim 
юш A 
639. Hallar el lim 5 


Resolución. Aquí tiene lugar la indeterminación de forma 0/0. Descompon= 
gamos en factores el numerador y el denominador do la fracción: 


Prat 24060) 


A Н) 
= lim EZE 
AR DEFI TNA 

в, Р 221000 

640. Hallar el lim > 

Resolución. Aquí se tiene la indefinición de forma 0/0. Tenemos 
i 221000 lim (2—10) (2? + 1074100) _ 

а Or = „И, EJ 
= lim 1? + 102-100 


eto 210) 
El numerador de la fracción tiendo a 300 y el denominador tiende a cero, 
o sea, es una infinitésima, por consiguiente, la fracción que se examina es una 
24000 
op — 2%-+ 1007 7 


641. Hallar el lim == 
К 


magnitud variable infinita y lim 


Resolución, Multiplicamos el numerador y el denominador de la fracción 
por la suma ух 24 - 2: 
WFAA VEFi) р 264—4 
= lim = 
teri r(V1+442) x-0 (Y 14442 


lin — 1 


so Vapiqa 4° 


642. Hallar el lim 
x-0 


„ Entonces 


Resolución. Haciendo 14+ z: 


lim LEA Pors Prti 3, 
S A pA FEF 


$643. Hallar el lim 22. 
=-0 


Resolución. Utilizando el primer límite notable, tenemos 


иш Жтт тент 
Pi E mz 

644. Hallar €l lim "=>. 

Resolución. Feitos 

o, 4 —coshr 2 son? (54/2) _ sen (52/2) 
e лсана К. 

Ааш hemos utilizado el resultado del ejercicio precedente, tomando 

ээ-Е2а°--3--4 


645. Hallar el lim Apr 
Resolución. Es una indeterminación de forma co/oo. Dividimos el nume 
dor y el denominador de la fracción por la mayor potencia de т, о sea, por 
tim pl үа AEZH Sá _ 4 
E TE 4 
з 
646. Hallar el lim q ун: 
Resolución. Dividimos el numerador y el denominador por st: 
lim 322 tim з—2/г\ 
ao Уа 04 o xo V143 4/26 


647. Hallartel lim(Y 282 + 3— У 2222-3). 
к-а 


Resolución. Aquí tiene lugar la indeterminación de forma оо—оо. 
Multiplicamos y dividimos] la expresión dada рог У 278234 


+++ 
Um (У 282—3 V AFF = 
VAF у r ANV A VARAS 
Ув: +34 у 2244143 
ia 2484 311473 
E 


=lim 
xo 


hz 
иа Vapa PA 


4 
a ===> 
Ке VITA ИТА 3% 
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648. Hallar el lim a (5 Y 


Hasan, .Dividiemdo el mameridor 66 da ootia put ааыа дда, 
separamos la parte entera: 


IE FT + 


De este modo, cuando z –+ co la función dada es una potencia cuya base 
vendo a la unidad, mientras que el exponente tiende a infinito (indeterminación 
de la forma 1%). Transformando la función de modo que se utilice el segundo 
límite notable, obtenemos 


1ш ( 2+5: +4 = ( 


жеоо N 22—327 


х2-38+7 (88-3) 
Ex- p= EFT 


Al 3047 
5-3 


(e 


= (аат) 


Сото 


(+ 


Teniendo en cuenta que li 


649. Hallar los límites izquierdo y derecho de la función 
109) = орууну cuando 23. 


Resolución. Si x=» 3—41, entonces 1/(2—3) > —co у 2009-9) — 0. Por 
consiguiente, lim / (2) = 1/3. Si empero z= 3+0, entonces 1/(1—3) ~ 


+ +, эле-е у lim /@) 


650. Hallar los límites aguarda y derecho de la función f (a) = 
= 606-90 cuando za. 


Resolución, Si — a — 0, entonces 4/(z — a) — —o y lim a 


Si empero z —» a + 0, entonces 1/(z — a) — +o y lim '@= 
а+0 


651. Mostrar que cuando т —> оо la Жыны 1/2, 5/3, 9/4, 


«+ n (ån —3)/(n +4), . .. tiene un límite igual a 4. 
652 Mostrar que cuando п oo la sucesión 4, 4/3, 1/5, 
, 1/2п — 1), ... es una magnitud infinitésima. 
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Hallar los límites siguientes: 


660. 


662. 


ЕЕ) 


—622-- 112—6. 
sen (а -- 2л) —2 sen (a +-h)+sen а 


т 22. 659. lim EEE 
a ad 


хохо 2—20 
ia “=. ет. E 


PAN 
lim рза 


Indicación: hacer 1/2 — z = œ. 


663. 


664, 


. lim (V 2 Faz} 


lim 2044245) (24740 
xao EFD PZA PARA) * 


1272-10 


иш HE 
am Az 
im VA 
аера 
‚„ Viprsnz A 
ме z7 A em 
VEA V REA 
Ша AAA 
1— соз 5z era 
нае. 670. lim е 
lim MEMO 672. lim 243 
= 


x-0 


Буа сха). 


lim (son т + 1— зеп V 2). 


lim Е 
і 677. lim => 


ч sen 2: А 
Ө эга 


680. lim 


T 
а 
Indicación, Poner z = tè. 


681. lim 05, 682, lim Езер г 
х-+0 1-0 Ë 


Тат —sent* 
зеп 3z. z 1/5) 
б еда OA IIS 
#—i 
685. lim sonz. 686. lim ЫЯ 


687. Hallar el lim (0/2 — 1) (donde t>0). 
iaw 

Indicación: hacer z = 4/1, donde z — 0, 

688, lim (2HE) 


689. lim (142). 
га 
1 6 5—4* 
690. Из (т z2r). 601. lim E. 
Indicación, Reducir las fracciones a un denominador común. 


A on tim In(1—8:) 
692. lim. 693, lim А030, 


Indicación: tener en cuenta que 2% = ex Inx, 


21452947 
694. ката и арт 


695. ль 1929192 
0 

696, tim (ES). 

697. Lim (2— cos aJcoscr, 
сыр 


4 za үх+е 
698. Hallar lim GE 


699. lim (ен 


$ 5. Comparación de infinitésimos 
Sean о (z) y В (2) infinitésimos cuando za. 


1. Si ol lim -Æ=0, entonces se dico que æ es un infinitésimo de orden 
supertor en comparación con В. En este caso se escribe а = о (б). 
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2. Si el lim Ž =m, donde m es un número distinto de cero, entonces se 


dice que a y В son infinitésimos del mismo orden. En particular, ві el lim 


los infinitésimos $ y В se llaman equivalentes. La notación а ~ В sig- 


nifica que а y В son infinitésimos equivalentes. 

Si -Æ — оо, esto quiere decir que el lim -È — 0. Por lo tanto, В es un infi- 
nitésimo de orden superior en comparación con о, o sea, В = о (а). 

3. Si ал y B son infinitésimos del mismo orden y è > 0, se dice que el 
infínitésimo р. tiene el orden k en comparación con a 

Señalemos algunas propiedades de los infinitésimos: 
а, El producto de dos infinitéstmos es un Infinitésimo de orden superior al 
1ctores, о sea, si y = аф, entonces y = о (a) y y = о (В). 
Los Infinitésimos æ y В son equivalentes si, y sólo sl, su diferencia a — В = 
= y esun infiniásimo de orden superior en comparación con a y Б, o sea, si Y = 
= o (а), y = о (6). 

$ St la relación entre dos infinitésimos tiene un límite, entonces este limite 
по se cambiará al sustituir cada una de los infinitésimos por otro equivalente, о sea, 


si ol lim-Ẹ = т, œ~ an B~ hi, entonces lim Gi = m, 
= mE 
Es útil tener en cuenta la equivalencia de los infinitésimos siguientes: 


si = —+ 0, entonces 
Зепт хот, ISE, аговеп = ~ arroz а (1 4 а) ~. 


700. Sea t un infinitésimo. Comparar los infinitésimos а = 
=з 420 y б = 30 +20, 
Resolución. Wallamos 
a AO] 
л жшн ыс шск; ЖЗ 
Como el límite de la relación entre a y ф es un número distinto de cero, 
а y В son infinitésimos del mismo orden. 
701. Comparar las magnitudes infinitésimas a = t sen? t у В = 
= 2t sen t cuando t >Q. 
Resolución. Hallamos 


tente Ас, 


a 
Башы: 
о sea, œ= o (8). 
702. Comparar las magnitudes infinitésimas a = #1а (1 + t), 
В = t sent cuando t —>0. 
Resolución. Tenemos 


mati) 
а tn (141) im Tn (140) _ a o pe 
НОТ ERA JE TE DET 
T 
о sea, a ~ В. 
703. Hallar el lim 24H | 
г s 
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Resolución. Sustituimos el numerador y el denominador de la fracción por 
los infinitésimos equivalentes: In (1 -+ 3z sen z) ~ 3z sen z, tg 2* ~ 2%. Enton- 
сез obtendremos 
ип In(143rsenz) _„ 
ас 


704. Determinar el orden de la magnitud infinitésima у = хех 
en comparación con el infinitésimo z. 

705, Determinar el orden de la magnitud infinitésima 
VTFzsenz—1 en comparación con el infinitésimo =. 

706. Determinar el orden del infinitésimo y= sen 22 en 
comparación con =. 

707. Comparar los infinitésimos æ = tè sent y B =ttgt si 
t>0 

708. Comparar los infinitésimos о = (1 + z)" —1 y В = mz 
si x +0 y т es un número racional positivo. 

709. Comparar los infinitésimos a = а* —1 y B=xIna. 

Hallar los límites siguientes: 


y 


sen? 3z 


Ti paz 


jerador у el denominador por infinitésimos 


710. lim 


2-0 


Indicación: sustituir el n 
equivalentes. 


n ei 
712, lina 


a tim In br—31: 25) 
"з. апты ЛЫ 
1псоз> 


14. иат ау 
745. lim 


nz 
Indicación. Representar cos х en forma 1 — (1 — cos 2). 
patas 
А 14 2)2——1 
716. lim_ EL 
х0 (142) (121 


o 69401) 
ale ua (3®—1)(6®—1)` 
718. Hallar lim 28-22 


х-о PIO 522" 


Indicación. Dividir por dos el numerador y el denominador. 


$ 6. Continuidad de una función 


La función } (z) se Паша continua en el punto a si: 1) esta función está 
definida en cierto entorno del punto а; 2) existe lim / (z); 3) este límite es 


igual al valor de la función en el punto a, о sea, lim (z) = / (8). 
a 
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Dosignando = — a = Ах (incremento del argumento] (z) — f (а) = А 
(incremento de la función), la condición de continuidad se puedo excubir ask 
a5 Ay = 0, o sea, la función f (z) es continua en el punto a si, y sólo si, en 
este punto al incremento infinitésimo del argumento le corresponde el incremento 
injfinitésimo de la función. 

Si la función es continua on cada punto de cierto campo (intervalo, segmen- 
to, ete.), se denomina continua en este campo. 

El punto а que pertenece al campo de definición de la función о que es ol 
do frontera para este campo se llama punto de discontinuidad si en él se altera 
la condición de continuidad de la función. 

Si oxisten los límites finitos lim /(=)=/(a—0) y lim /()= 

5-0-0 жза+0 
= / (a + 0) y no todos los tres números / (a), / (а — 0), f (a + 0) son iguales 
entre sí, entonces a se llama punto de discontinuidad de primera especie. 

Los puntos do discontinuidad de primera especie se subdividen, a su vez, 
еп puntos de discontinuidad evitable (cuando f (а — 0) = f (a + 0) + f (а), о sea, 


= 


Fig. 26 Fig. 27 


cuando los limites izquierdo y derecho de la función en el punto a son iguales 
entro sí, poro noson iguales al valor de la función en este punto y en puntos 
Че salto (cuando / (a — 0) > f (a p Cuando Jos límites izquierdo y 
derecho de la función en ol punto a son distintos); en el último caso la diferencia 
1а + 0) — f (a — 0) se denomina salto de la función en el punto а. 

Los puntos de discontinuidad que no son de la primera especie se llaman 
puntos de discontinuidad de segunda especte. En los puntos de discontinuidad de 
segunda ospecio no existo пі siquiera uno de los límites unilaterales 

La suma y el producto de un número finito de funciones conti 
función continua. El cociente obtenido por la división de dos funciones con- 
tínuas es una función contínua en todos los puntos en que el divisor no sea 
igual a cero. 


719. Mostrar que cuando = — 4 la función y 


discontinuidad. 
Resolución. Hallamos 


tiene una 


lim 
х-4-0 


Así, pues, la función, si х — 4, no*tiene un límite finito, пі derecho ni 
izquierdo. Por lo tanto, z = 4 es el punto de discontinuidad de segunda especie 


(ig. 26). 
720. Mostrar que cuando z=4 la función y=aretg 
senta una discontinuidad. 


pre- 
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Resolución. 


Si z + 4 — 0, entonces 1/(2 — 4) = —œ y lim y= —л/2. 

Pero si z— 4 + 0, entonces 10—06 +œ y lim y= 102, Do suerte 
Pen 

ue cuando z — 4 la función tiene un límite finito, tanto izquierdo como dere- 

cho, además ellos son diferentes. Por consiguiente, z = 4 es un punto de dis- 


continuidad de primera especie, o sea, un punto de salto. El salto de la función 
en este punto es igual a 1/2 — (—л/2) = л (fig. 27). 5 


724. Mostrar que cuando z—5 la función y ==" presenta 


una discontinuidad. 

Resolución. En el punto z = 5 la función no está definida, ya que al susti- 
tuir, obionemos Та indetorminación 0/0. En otros puntos la Tracción во puedo 
implificar dividiendo por z — 5, ya que z — 5 # 0. Por lo tanto, y = z -+ 5 
5, es fácil ver que lim y= lim у = 10. 

9-07 козо 

De esto modo, cuando z — 5 la función tiene una discontinuidad evitable, 
si so conviene en que y = 10 para z = 5. 

Por lo tanto, зе puede considerar que la función y = (49 — 26)/s — 5) es 
continua para todos los valores de z si se toma que la igualdad (z? — 25)/(2 — 5) = 
х= z + 5 ев válida para todos los valores de z no excluyendo tampoco z = 5 
En este caso el gráfico de la función es la recta y = z $ 5. 

722. Hallar los puntos de discontinuidad de la función 

Эа) 

2 TD Е 


723. Malta: los puntos de discontinuidad de la función 


s el carácter de la discontinuidad de la función 
en el punto х = 12 


¿Cuál es el carácter de la discontinuidad de la función 
nr 


y => on el punto z= 0? 
726. Hallar los puntos de discontinuidad de la función 
tgr arctg 

i—i —* 


continuidad de la función 


727. Hallar los puntos de 
zbat Hr 
уї—Зг+? 
728. Hallar los puntos de discontinuidad de la función 
zii 
AO * 
729. Hallar los puntos de discontinuidad de la función 


y= 


ART 


730. Investigar si es continua о no la función y=7 
sobre el segmento: 1) 12, 5]; 2) 14, 10]; 3) 10, 7). 
731. Investigar si es continua o no la función y 
3) 1-6, 


sobre el segmento: 1) 16, 10]; 2) 1—2, 2; 


Capítulo VII. Cálculo diferencial 
de funciones de una variable 
independiente 


$ 1. Derivada y diferencial 


1. Derivación de funciones explícitas. Sean z; y т, los valores del argumento 
Sl [Eds Y2 == 1 (es) los valores respectivos де la función y = f (z). La 
diferencia Az = z, — тү se Пата incremento del argumento y la diferencia 
Ay led — / (ху) se denomina incremento de la función en el 


Ye — 
to [zi ту]. 

So denomina derivada de la función y = / (z) del argumento z ol límite do la 
razón del incremento de la función al del argumento cuando el incremento de 
este último tiende а сего: 


= lim AL o bien f’ (2) = lim 


1 «+ 42)—1(2) 
КУЕ: т» Ат 


(a derivada se designa también por 2) р 

La derivada os, gráficamento, la pendiente de la tangente al gráfico de la 
función y = f (z) өп el punto z, o sea у' = ща. 

La derivada өз la velocidad de variación de la función en el punto z- 

La determinación de 1а derivada se llama derivación de la función. 


Fórmulas de derivación 
Че аз funciones principales 


EL. Үп. (loga z) =- + 
п. (И2)' = a 


ут VIII. (sen х)? = соз z. 
ш, (+ )= He, 
» н IX. (сов 2)'=—senz. 
мы. э ба X. (tg х)' =зес® z, 
V. (а®у' = a% In a. XI. (ctg 2)' = —cosec? z. 
vL ma, ХИ. (aresena)= > 
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XIII. (arccos 2) = — зоры үза 2. 


vir’ 
XIV. (arctg х)' = с А хуш. ma (E =: 
XV. (arcctg z) = — — XIX. (cth у= 2) > A É 


XVI. (shz) = (EE y =a 


Reglas principales de derivación 


Sean С, una constante; и = u (z), р = v (z), funciones que poseen deriva- 
das. Entonces: 


1)0=0 2) Y3=t 3) (uo =u о: 4) (Cu =Cu'; 5) (w) = 


=иофш 6) (Ey = 2%: т) si y=f(u), и=и(а), о soa, 


y=/lu(z)), donde las funciones / (u) y а (х) tienon deriva 
AS 
(rogla de derivación de una función compuesta). 


732. Partiendo de la definición de una derivada (sin aplicar las 
fórmulas de derivación), hallar la derivada de la función у = 
= 243 +50 — Tr — 4. 


Resolución. Damos а z el incremento Az, entonces y obtendrá el incre- 
mento Ду: 


v+ Ay = 2 (z + Ar)? +5 (z + А2) T (2 + Ar) — 4. 
Hallamos el incremento de la función: 
Ay = [2 (z + Az)? + 5 (z + Az)! — 7 (z + Ar) —41— 
(289 + 5r? — Tz — 4) = баа Ат + ба Az? + 2 А2 H 
+ 10% Az +5 Azt — 7 Az. 


Hallamos la razón del incremento de la función con respecto al del argu- 


s, entonces 


6224-62 Ar+2 4714101245 Ar—7. 
кашы el límite de esta razón cuando Az — 0: 


lim М = ¿im (659467 0242 Ааа 1024-5 Ат —1) =80 41021. 
Ax=0 ra 


Por consiguiente, según la di ición de derivada y” = 6z? + 10 — 7. 
733, Partiendo de la definición de derivada, hallar la derivada 
de la función y = V7. 


Resoluctón. Hallamos el incremento de la función Ay=V2FAz—V Z. 
De aquí 


y VEFRVZ y lim 6% _ tim ИРА 
A ах-@ Az — Axo Az + 
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De este modo, 


— lin MA И) (УА уз) 
Ax-0 А: (Үт-„Ат+ ү т) 
= lim jat- m kè 
ахо АУЕ ТАӘ aru apa Vz 2y2" 


Do suerte que y'= — у: $ 
734, Partiendo de la definición de una derivada, hallar la deri- 
vada de la función у = —eig z — z. 
Resolución. Hallamos 
Ay = —ctg (z + Ar) — (z + Az) + cig z + z = cig z — 


— ctg (z+ Az) — âz. 


Utilizando la fórmula ctga—ctgĝ= gnit, obtenemos 
зеп (ха) son Az 
E ETICO 
де donde 
sen Az 
Ay 


"Ах © enron FA 


y, por consiguiento, 


sen Ar 
A Ат КИШ Г 
Кылсак aa 
A е 
De suerte que у р еще. 


Partiendo de la definición de derivada hallar las derivadas de 
las funciones: 


185. у=. 736. y=/ 2. 


187. y=5s0nz+3cosz. 738, y=5(lga—a). 
4 a 
739. y= рү. 740. у= 2. 
Aplicando las fórmulas y reglas de derivación hallar las deri- 
vadas de las funciones siguientes: 
ТІ. y = 242 — 522 + Tz + 4. 


Resolució: (523) + (7: (4y = 2 (a — 5 (Y + 727 
e wre 00: а ау ay (ey 


742. y = e e. 
Resolución. у = z? (e) + e(z?) = 175 + Zuel = тех (z + 2). 
743. y = 2 arctg z. 
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1 


Resolución. у = 29 (arctg гу +aretg 2-08) 0% 


-Е3Зг%.агс!д = = 
Ed 
=fr t3 arctg z 


ТАА. y = z V7 (3 In z — 2). 


Resolución, Reescribimos la función dada еп la forma de y = 222 X 
X (3 Inz — 2). Entonces 


иет 3. + Залаа 2—2)= 3r 
+i anini 2 Vīlnz. 


arcsen z 
rE 


745. y 


x: (arcson зу —aresen z-(2) 7. 


Resolución, у = = 


rosen z 


my ia Е 
зеп z—cos г 
746. у= етос 
Resolución. 


‚ _ (еп z+ cos z) (cos x- sen 2) — (sen х— сов z) (cos 1—senz)_. 
МИнин вафову 
— (беп 2--сов 2)?--(зев z 
(зеп 2 | соз z) 
747. у= (2234-5). 
Resolución. Юевідпетов 2z° + 5 = и; entonces у = ий. 
derivación де una función compuesta tenemos 
AN ER 
748. у= 1ш =. 
Resolución. y! = 6 tg z-(tg 2) = 6 tg’ овес? z. 
749. у = cos? z. 
Resolución. y! = 2 сов z (сов z)' = —2 cos х-зеп z = —sen 22. 
750. y = зеп (2=4- 3). 
Resolución. y' = cos (2x + 3) (22 + 3), = 2 соз (2z + 3). 
751. y=tg ln z. 


egún la regla de 


Resolución. y" = sect In x-(In z} = і «sen? ln ze 
152. y = веп? $. 
Resolución. 

хоз, 


753. y=In(22+ % 


Resolución. у = 7 = (+5) - ++ - 
754. у=1п t5. 
Resolución. y = epr CE EDY — plage 2l = 


1 1 1 
218 (272) cos (2/2) — 2 зеп (2/2) соз (2/2) sonz * 
755. y=ln (z4 V 221). 


Resolución. 


tanim Ea “жушт 
a+ +1 EFREN! түзү * 


VA Fi4z_ 


«(+ +) = 27 
val ШҮ vam 
756. y=1In (V Zanz Fi +V 280021). 


Resolución. 


a 1 ар Эла 
и (уау) КИН + Ута) = 


Ре 1 ( 2008 7 2 сов )= 
VZsnzp1+Y вера 1 (2 yY2s0nz+1 2 У 2sn2-1 


1 
y TenzPp14V 280n2—1 E 
у 508: (У2 зеп х-Е1 +VZsenz1)_ 
sent—1 Еу 


757. у= УРЕ ln (24V 2ER. 


Resolución, 


a (yA 


z+ V 114k зулф 
at +Z +. 1 Каж: 
2y ЕЕ 2 2 =+үй+® үзм+к 


758. y=arcsen 22-1211. 
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Resolución. 


(y 3 


,(tzt)-4z—2rtiár _ 


21) 
ЕТЕ 
1+2 = e 


759. у= аго 132. 


„ 1 1 3 
Resolución. у'= TISI E rora: 
760. y=e"-arctger — Іа V TF e7. 
Resolución. Escribiendo la función dada en la forma de 
у= Sarge 5 Tn (14 e°”), 


obtenemos 


ee ВРУ 
Те 


y=e. сее arctg &— 


Ре ex ex 
хека a g 


son isons 
cl 


Resolución. Transíormamos la función dada: 


senz 
сов т 


-Hn (1 sen 2) —In cos z. 


Entonces 


соз? z соз z— sen 7-2 cos z (—sen z) 


ym т 
cost 


+ 


1 
HA 9085 — созт 


(—sen z), 


o bien 
‚ _ 008% 2sentx , cosr(1—sonz), senz _ 
cos3 х ы 1—зеп? = "ams 
Ar pls, i z 
costz+2sen?z , i—senz | sen 
cos? = созт 1 созт 
os? 142 sen? z 4 1 2 
cos? r H созт соза = 


=2 sec? z, 


762. y=- tg? V Z+ 1n cos V z. 
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1 
2Vz 


Resolución. y'=1g Y 1-sect Y 7 


а = 
763, y 593, 


Resolución. Hallamos 


pt a a. Ls 
y =15sh* 5 chop > тє 158 тһ" тр 
A A 
ша ы (E wm)» 


de donde, utilizando la relación ch*z—sh*==1, obtenemos finalmente 
esti oo E 
ys Pon. 


764. y = 2%, 
Resolución. Aquí la base y el exponente dependen de z. Aplicando logarit- 
mos, obtenemos 
ln y = zin z. 
Derivamos ambos miembros de la última igualdad con respecto a z. Como y 
es función de z, In y es una función compuesta de z y (In y) = 5 гу" [Рог con- 


siguiente, 


-Inz, LG == (142 Im 2), 


o sea, 
= zy (142 1m2)=22% (142107) =0+! (14210 5). 
765. y = (sen тух. 

Resolución. Tenemos ln y= tg 2-10 sen z, de donde 


È 
Lgr 
yau 


зеп у "90 24-800 z-In зеп 2 == 1 4-вес? г.а sen z; 


y'= y (1 4- вес? х.1п sen х) = (sen 2) ® (1-4 seo? z- In sen z). 
Liy F 
а es 


Resolución. Aquí es también úti 
función dada. 


т 


plicar previamente logaritmos a la 


Iny=3 10 2294 ln (3042) 2 In (6040) Im (1—2) 
A O ЧИЕ AE > pia 
=E- tT eF Е ата 


(22— 1) y 3242 6 3 SY. 1 
va lt ta) 


2 
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Hallar las derivadas de las funciones: 
167. y=. 768, у= 2:0. 


769. у= PV IL PV yE 


770, y= (13+ 22+ 2) e™, 
771. y = Зх3 ln х—х3. 
772. у=. 


773. y = 22 зеп z+ 22 соз z— 2 sen х. 

774. y= ln (2234322). 

тъ. y =V 1-32. 

776. y=zarccos 7 — 5—8. 

Тїї. y=V z arcsen Y 14 Y 12. 

778. y= (son-F—cos F)*. 

779. y= соз (2/3). 780. y=Intg EL, 


MEE 


781. y= In y =т=, 


782. y=tg 2z H$ tg 224 dtg 2r. 
783. y =p sen V 2 — $ sen? V Z- 
784. y= ln (3224 V JF 1). 

785. y=4 V T+ F агсзеп Z, 


786. 


= = 
787. у= — сца F—2 In sen Z. 


788. 
789. 


=arctg Y 222—1. 


790. y агаш VEA 


2х% Р! 
791. у =атсзеп Er, si 1211. 


4189 


+ 
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792. у= arccos IE 
793. y 


79%. j=arcta VE. 


795. y= In 


++ 5. 
sen 7 соз e™. 


796, y —1— ent 3x соз? 3z. 
797. y= n 2105 вопля 
798. y= In (sec z+ tg 2). 
799. 


= — In (cosec z+ ctg 2). 
800. y е7 (у 21). 801. y= In 7 


802. y= (4092 y. 


созт 


тч 


03. вел 
803. y —arcsen Утре 


804. y = —cosec* (2/2). 
805. y (ш z) — In (4/2). 
806. y = (25 4-2 аз + 3) — 11. 


807. y = arcsen | T 

808. y —0,5 [(z+ dar Fp- 
(В—- о?) In (z4 a +V zF Zar 1 Б) 
809. y= агсвеп e*-+ arcsen Y T— e". 

810. A Y EF larp). 


811. paer AE ж. 
812. y = z? + 2z sen х соз z + соз? г. 
813. y = ctg z cosec z + In (ctg z + cosec z). 


sn 
814. y= -Tinn 


815. y = Зх sen? z + З cos х — cos? z. 


817. y = e* — sen e* cos? ех — sen? e* cos ех. 
2+4 


818. у= агаш (2+1) -aF FT" 
819. у = z (n? z —3 In? z + 6 In z — 6). 


820. улазу у-у. 


821. y=arctg 


822. у= на де + (ео) 


+Ë t$. 
823. y= Intg% + cosz-+-p cost z. 


2 cos (2/2) 


824. y= — 0170) 3 соя (20° 


825. у= 1- 1g*son 24-10 cos sen z. 


826. у= 1 (1 


827, yn E 
828. y=22tg 2z -+ In cos 22—22%. 


829, у = агссоз (2e—4). 830. у= Іа ln zi(ln In In z— 1), 


831. у= I. 832. уа 218 
833. y=arcty E. 
КЕ 


834. y=Intg 


835. y= аа F coste — LP сов 2r. 


836. у = шил 30182. 


837, у= ME nE 


Vitra’ 
838," na 
839. у= Убх: 1[In(2241)—2)]. 
840. y = sec z (1+ In cos z). 
841. y =e" Y T—e%—arcsen e. 


= Qos х-л cos x 


843. y 2-2% 


844. у= ЖЕ e = 
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845. у = т sen z соз х---1- cost z. 


Б 
трт, 


846. у= 


847. y=Inig 4 — Я 


зеп 


848. y=2(tg V2—V 2). 


851. y= e05 itx cos z. 


852. у аге 205. 853. y = 2e In Te 


854. y=arccos V 1—7. 855. y —10gx 2. 
z—a 


856. y = —т V Zr F 2ar +P -+ (ma -+ n)arcsen ҮЕ: 


857. у = log, sen? z. 
loga (z+ Y 221-9). 
859. у = хатсепх, 860. у= 


sei. р 


атн 


863. y татуу Ln + 1) cos (п In z) +n son (n In 2)). 


864. y = (z tg х + In cos z)-tg (z tg z + In cos z) + 
+ In соз (z tg z + In cos 2). 

865. y = (z cos z — sen z) Па (z cos z — sen z) — 1]. 

866. y = 3 sen (те* — ех) — sen? (хех — е"). 


867. у = arccos (2z Y 123). 

868. y = |z | (z0). 869. y= |f (2) 1. 

870. y = | 3z —5 |. 871. y = еч. 

872. y = |z |+ |z —2 1. 

873. у = ze” (sen z — cos 2) + е* созт. 

874. у ln [z sen z+ соз 4-0 (т зеп z+ cos) F 1]. 
875. у= (zInz—z—1). 

876. y = l0gcos x Sen 2. 
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877. y = loge (2* +V "F 1). 


878. Іов, е. 879. y = logy: £. 
880. y = logs 25. 881. y = тілах, 
882. y = 1. 883. у = 27.25.48. 


884. у= 2195, 885. y= 


886. Mostrar que (sec z)' = sec z tg z. 

887. Mostrar que (cosec 1)” = —cosec z etg г. 

888. Mostrar que (и")' = vu”-t-u' + u”-v' ln u. 

889. Deducir las fórmulas de derivación de arcsec т y агссозес =. 

890. ¿A qué es igual la expresión и = y? + y? + 4yy'2 si 
y = 2 cos 2? 

891. Mostrar que la función 
identidad la ecuación y'— -44 


(224-1) (e*+C) convierte en 
TEE (+1), 


2. Derivación de las funciones implícitas. Sea que la ecuación F (z, y)—0 
determina y como función implícita de z. En adelante consideraremos esta fun- 
ción derivable. 

Derivando con respecto a z ambos miembros de a аиа, Р (2, н 
obtendremos una ecuación de primer grado соп respec artir de es 
ecuación se encuentra fácilmente y”, o sea, la derivada. D i faao ¡ón a 


892. Hallar la derivada y% a partir de la ecuación 2?+y*=4, 


Resolución. Como y es función de z, consideraremos y? como función com- 
pleja de z. Por consiguiente, (y?) = Зуу’. Derivando con respecto а z ambos 
miembros de la ecuación dada, obtendremos 2r -+ 2yy" = 0, o sea, y” = —=/y, 


893. Hallar la derivada y4 a partir de la ecuación а? + In y — 
— ade =0, 


Resolución. Derivando con respecto a z ambos miembros de la ecuación 
obtenemos 


зе y ze, оозе, у= 


Hallar la derivada y4 de las funciones implícitas: 

894. 23 + y? — Злу = 0. 

895. Art + 2Bxy + Су? + 20= + 2Ey + Р 

896. al — Gay? + 9y! — 512 + 15y* — 100 

897. 22 —y* = 0. 

898. 7.500 y + y son z = 0, 

899. е" + el — 2% 1 = 0. 

900. sen (у — 22) —1а (y— 2) +2 V -F —3=0. 
ma 

901. L 4 e11=— VE 


902. 21 + y? lnz—4 
903. z? sen y + y? созт — 2r — 3y +1 = 


0. 
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3. Derivación de funciones paramétricamente dada: 
argumento z está definida por las ecuaciones paramétricas = 
entonces 


la función y com 
9 (0, у= № (0). 


qa 
2 > dy de 
ы эш: A ES 
de 


904. Hallar џ' = $ si х= 5--34--1, y=30 45844 


Resolución. Hallamos Ga, 1504150, Por consiguiente 
tay _ А5158 а 
а} з= 


905. Hallar y’ =-# si z=acost, y=asent. 


906, Hallar y = si z=e sent, y=e! cost. 
907. Hallar pr= si ре (2 Уа+1) а, 0=/2eY, 


908. Hallar у* = si z=cht, y=sht. 


4. Aplicaciones de la derivada a los problemas de la geometría y la mecá- 
pica. Si una curva está definida рог la ecuación y = / (z), entonces /' (т) = 
== tg а, donde а es el ángulo formado por el semieje positivo Oz y la tangente 
trazada a la curva en el punto con abscisa z. 

Бе La ecuación de la tangente a la curva у = f (z) en el punto Mo (zo; Yo) tiene 
la forma 


Y— Vo =} (2— то), 


donde у; es el valor de la derivada y’ en el punto Mo (zo; уу). 

Se Паша normal a la curva, la recta perpendicular a la tangente que pasa 
por el punto de tangencia. 

La ecuación de una normal tiene la forma 


0—0 


Se denomina ángulo entre dos curvas у = f; (х) е 
intersección Mo (ту; Yo)» al ángulo comprendido entre 
vas en ol punto Му. Este ángulo se determina por la fórmul 


ШАРЕН 
ES AA 

Si para el movimiento rectilíneo de un punto se asigna la ley de movimiento 
=з d entonces la velocidad de movimiento en el instante tẹ es la derivada 
del recorrido respecto al tiempo: v = ғ (ts). 

909. ¿Qué ángulo forma con el eje de las abscisas la tangente 
a la curva у = (2/3) х5 — (1/9) 2°, trazada en el punto con la absci 
ва = == 1? 


Resolución. Hallamos la derivada y’ = (10/3) 24 — (1/3) 2%; para z= 4 
tenemos y” = 3, o sea, tg а = 3, de donde а = arctg 3 ~ 7434, 


fa (2) en el punto de 
tangentes a estas cur- 
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910. ¿Qué ángulo forma con el eje de las abscisas la tangente 
arábola у = х* — 3z + 5, trazada en el punto М (2, 3)? 
г las ecuaciones de la tangente. 
911. Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la 
curva z? + 22y? + 3y* = 6 en el punto М (1; — 
Resolución. De la ecuación de lá curva determinamos la derivada; 
Caral ld 


Зади HAY + 129 = 0, о зев, у = — be 
Por consiguiente, y= Баса +. 


La ecuación de la tangente es 
нф, о Меп, 2—4у—5=0, 
La ecuación de la normal es 
y+1=—á4(z— 1) о еп, 4r+ 
912. Hallar el 
= 8—2? еу 
Мемел, Resolviendo, conjuntamente las ecuaciones de las parábolas, 
encontramos los puntos de su intersección A (2; 4) y В (—2; 4). Derivamos las 
ecuaciones de las parábolas: y” Determi 
Че las tangentes а Гав parábolas en el punto A (0 sen, halla 


derivadas para х = 2): kı = —4, А = 4. Por lo tanto, tgip = 


—3=0. 


gulo comprendido entre las parábolas y = 


= Al +91 = arctg (—8/15). Del mismo modo зе determina el ángulo com- 
prendido entre las curvas en el punto В; q, = arctg (8/15). 


913. Hallar la ecuación de la normal a la parábola y? = 2pz 
en el punto М (хо; уо). 

914. Escribir la ecuación de la tangente a la hipérbola 22/9 — 
— y?/8 = 1, trazada en el punto M (—9; —8). 

915. Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la: 
astroide г yes t, y = VĒ sent, trazadas en el punto рага 
el cual t = л/4. 

916. Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la 
cicloide z = Ё — sen t, у = 1 — cos t, trazadas en el punto para: 
el cual 2 = а? 

917. Escribir las ecuaciones de la tangente у la normal а la 
parábola semicúbica т = {%, у = t, trazadas en el punto para el 
cual £=2, 

918, Mostrar que la ecuación de la tangente a la elipse 22/42 + 
+ 02/62 = 1 en el punto M (zp; yo) tiene la forma xx //a? -- ууо/Ь = 
=1. 

919. ¿Qué ángulo forma con el eje de las abscisas la tangente 
a la curva y = sh z, trazada en el punto (0; 0)? 

920. Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la 
catenaria у = ch (2/2), en el punto donde r — 2102. 
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921. ibir la ecuación de la tangente a la hipérbola equilátera 
ж = cht, y = sh £, en el punto £ 
922. llallar el ángulo comprendido entre la curva y = x — a? 
y la recta y = 5r. 
2З. Hallar el ángulo entre las curvas у = 22 е y 1d 
. Hallar el gulo entre las líneas y 1 4- sena, y= 1. 
. fallar el ángulo entre las curvas 22 + y? = лг. 
. Hallar el ángulo entre las curvas y=V2Zsenx, y= 
yA 
Para el movimiento rectilíneo de un punto, el espacio 
recorrido en función del tiempo está definido por la ecuación s 
= 15/5 + (2/1) sen (at/S) (t, en segundos у s, en metros). Determ 
nar la velocidad de movimiento cuando han transcurrido dos segun- 
dos. 
Resolución. Determinamos la d 


vada del espacio recorrido en el tiempo: 


Рог consiguiente, væ 


Para 1-2 tenemos = 
40,18 m/s 
928. Por la parábola у = z (8 — z) se desplaza un punto de 
modo que su abscisa varíe en función del tiempo t por la ley z = 
tyt (t, en segundos; т, en metros). ¿Cuál es la velocidad de 
variación de la ordenada en el punto M (1; 7)? 


Resolución. Determinamos la ley de variación de la ordenada; sustituyendo 
en la ecuación de la parábola z por £ y T, obtendremos y = 8t y 7 — t. La 
velocidad do variación de la ordenada es la derivada de la ordenada con respecto 
al tiempo: yi = 12 y T— 302, Para el punto MY el valor de £ os igual a 1. 
Por lo tanto, и} = 9, о sea, la velocidad de п de la ordenada ев igual 
a9 mí 


929. El espacio recorrido en función del tiempo está definido 
рог la ecuación s = £ ln (t + 1) (t, en segundos у s, en metros). 
Hallar la velocidad de movimiento cuando han transcurrido dos 
segundos. 

929a. Por la parábola cúbica y = 2° se mueve un punto de modo 
que su ordenada varíe en función del tiempo £ por la ley y = а. 
¿Cuál es la velocidad de variación de la abscisa en función del 
tiempo? 


5, Determinación del ángulo formado entre un radio vector y una línea. 
Consideremos una línea plana y = / (r) en las coordenadas cartesianas, Como 
dirección йе la línea en un punto M (т. y) dado, se adopta la dirección de la 
tangente а la línea en este punto, y ella se determina por medio del ángulo o. 
entre la tangente y la dirección positiva del eje Oz (calculado en sentido con- 
trario a la marcha de las agujas del reloj), además, tg a = у'. El coeficiente 


angular del radio vector del punto М será tg p= 2. Entonces el ángulo for- 
= д! 
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mado por el radio vector y la tangente а la línea en el punto dado será 


(0 


Si la línea se da en coordenadas polares ғ = ғ ($), entonces la igualdad (+) 
se puede representar de otra forma, utilizando la relación z = г сов Ф, y = 
т sen q. Hallamos zdy — ydr = rè dq, y zdz + ydy = rdr, entonces, tg w = 


тафт 
та 


930. 1) Hallar el ángulo entre la parábola у = 4 — 
radio vector del punto M (1, 3) de esta línea 


Resolución, Aprovechamos la fórmula цао E = TIA 
. Reomplazando con las coordenadas del punto dado, obte- 


л 


y 
nemos, о 2 


la parábola y el radio vector en el punto M ез igual а E. 


. De este modo, el ángulo formado por 


2) Hallar el ángulo entre la circunferencia r = а y el radio 
vector de cualquiera de sus puntos. 


Resolución. =0, entonces, tg o= = 
В 


3) Hallar el ángulo entre la hipérbola equilátera x? — 
y el radio vector, en el punto M (10, 8) de la hipérbola. 


de la función implicita 7? 
2.2/0 
Ег 


0025 w= arctg 0,225. 


Resolución. Hallamos 


—2y y =0, y = + entonces, 1д®==. 


18 
10: 


punto M dado, tgo= 


4) Hallar el ángulo formado por la cardioide r = a (1 — cos q) 
La 
в). 


y el radio vector en el punto M (За, 


Resolución. T=asenq, tgu= >= En el 


punto М: що tg + e. + 

5) Hallar el ángulo formado por la parábola y? = Вг y el radio 
vector en el punto M (2, 4). 

6) Hallar el ángulo entre la espiral de Arquímedes r — aq y el 
radio vector de cualquier punto de la espiral. 

7) Hallar el ángulo entre la circunferencia г cos q y el radio 
vector, en cualquiera de sus puntos. 
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8) Hallar el ángulo entre la circunferencia (х — 7)? + (у — 5 = 
= 2 y el radio vector del punto M (6, 6). 

9) Hallar el ángulo formado por la hipérbola zy = 6 y el radio 
vector del punto M (2, 3). 

10) Hallar el ángulo entre la cardioide г = а (1 + cos q) y el 


radio vector del punto М (a, 5 


11) Hallar el ángulo entre la espiral г = ает y el radio vector 
de cualquier punto de la espiral. 
Ж ы 


12. Hallar el ángulo entre la elipse ¿5 +F=1 y el radio 


vector en el punto M (6, 4, 8). 


6. Derivadas de órdenes superiores. Se llama derivada de segundo orden 
(segunda derivada) де la función y = f(z) a la derivada desu derivada. La segunda 


dorivada so designa así: y”, 2 ур bien у"). 
Sis ы f(t) эз Та Toy [801 movimiento rectilíneo de un punto, la segunda 
derivad . del espacio recorrido con respecto al tiempo ЕҶ es la aceleración de 


este movimiento. 
Análogamento, la derivada de tercer orden de la función y = / (z) es la dori- 
vada de la,derivada de segundo orden y” = (y”)'. 
En белега], se denomina derivada de n-ésimo orden de la función y = f (х) 
a la derivada de la derivada de orden n — 1: 0070 = (y(n-D)', La n-ésima deri- 


vada se designa por ут), por 97У, о bien por jÙ) (2). 


Las derivadas de orden superior (gunda, tercera, etc.) se calculan por 
la derivación sucesiva de la función dada. 
Si una función está definida por ecuaciones paramétricas: 


2= (0, у= №00, 
Таз dorivadas Yi, уру, + = ч se calculan рог las fórmulas 


A 
neg) AA Vi 


La segunda derivada se puede calcular también por la fórmula 
атыи 


z 


931. y = 29 +20 — 3a — at —L2 +7. Hallar y', у", y'o 


Resolución. Tenemos 


y =s 48r 


т, 
"= 2022-2412 —18:—2, 
ул = 60224-48: —18, 


07 =1202+48, 
y =12, 
Papa 
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932. y = Іа =. Hallar y™, 
Resolución. Tenemos: 


2-3. A) (Na (y EL 


933. y = 2*. Hallar y™, 


Resolución. Tenemos y’ = 22.ìn 2, у" = 25.112 2, у" = 25.1092, ... 
> YM = 2% п 2, 


934. y = sen z. Hallar y™, 
Resolución. Tenemos 


у =cos z= son (++) Я 


y =—senz=sen (= +25), 


клен (08-0), 


a AN 
935. Hallar y'=, у= 00 si z=acost, у= азва. 


Resolución. Tenemos 


PO (65003 0); За верзесове р. 
Ш aora — —3acosttsent es 
N eteni __ sete _ 1 
Sdr acosta] a costisent da son tcostT * 


Hallar las derivadas de segundo orden: 
937. y=2*(2 In 2—3). 


938. y =P] AV TAG V TZT zare son г. 
cos3z. 
940. y=2In(1+V 2 2)-Y HT E. 


ai ps: Sia: z=arccos V í, 
y =a (1 — cost). у= Уге. 


939. у= —--гзеп3г 
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943. Mostrar, que la función y = sen In z + cos ln z satisface 
la ecuación ту” + ey" + у = 0. 
944. Mostrar que la funció 

ción y” + áy = Ar. 

945. Para el movimiento rectilíneo de un punto el espacio 
recorrido en función del tiempo está definido por la ecuación s = VT. 
Hallar la aceleración del punto al final del cuarto segundo. 

Hallar las terceras derivadas: 


946. у= 


у = х + sen 22 satisface la ecua- 


(2-3) 2х-+3. 
Indicación: sh 2z = 2 sh z ch z. 
Hallar las der 


9м. уг. 
„ y=5—3cos?z. 953. у= 2" +2. 
954. уа EEE 955. устем, 


те өт. 12—196 
он а [ГИН 


at+b, 
A 
958. G id 
959. Mostrar que la fun 


=e* + 2e% satisface la ecuación 


yaz 
satisface la ecuación yY + у1У--у"' -+ 
+y" +y + у = 19 4 329 +- бл +6, 

6. Diferenciales de primer orden y de 


órdenes superiores, Se diferencial (de 
primer orden) de 1 


del argumento, 


mento al 
Fig. 28 incremento ¿del argumento: dz = Az. 
La de una función es igual 


cial del argumento: 

y de. 

jente al incremento de la ordenada de 
en el punto Af (z; y) (fig. 28). 


al producto de su derivada por Ја й 
dy 

La diferencial equivale geométri 

la recta tangente al gráfico de la fu 


Propiedades principales de la diferencial 


1a, dc = 
2а. d (Cu) 
. d (u + v) = du + dv. 
43. d (uv) = u dv уйи. 


, donde С = const. 
C du. 
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з. а (-=) E o 0), 
ба. df (и) = f’ (и) аи. 
Si el valor absoluto del incremento Az del argumento es pequeño, entonces 


Ay = dy 


$ (=+ Az) ау (2) + f (2) Az. 
De este modo la diferencial de una función puede emplearse para cálculos 
aproximados. 
Se denomina diferencial de segundo orden de la función y = 7 (z) a la dife- 
rencial de la diferencial de primer orden: ¿ty = d (dy). 
Análogamente se define la diferencial de tercer orden: ау = d (43у). 
En general, dny = d (duty). 
Si y = f (2) y z es una variable independiente, entonces las diferenciales 
de órdenes superiores se calculan por las fórmulas: 
Фу = y” (dí), d'y = у" (dí), ..., dny = y00 (йхуп, 
961. Hallar la diferencial de la función у = arctg z. 
Resolución. dy= (arctg Ya т 7 
962. Hallar la diferencial de la función s = e". 
Resolución. ds = «3.3 de. 
963. Hallar las diferenciales de primer, segundo y tercer orden 
de la función y = (27 — 3)°. 
Resolución. Tenemos 
dy = 3 (27 — 3)*-2dz = 6 (2z — 3)? dz, 
Фу = 12 (2z — 3) -2dz? = 24 (22 — 3) det, 
Фу = 24-247 = 48а2?. 
964. Hallar las diferenciales de primer y segundo orden de Ја 
función v = е. 
Resolución. de = 2% dt, аъ => дем diè, 
965. Comparar el incremento y la diferencial de la función 
у = 223 + 5a?. 
Resolución. Mallamos 
Ay = 2 (24 Ar) +5 (r + Art 29 — Баа = 
= (6z? —- 107) Ar + (бх + 5) Az? 24s, 
dy = (6x? +- 402) dz. 
La diferencia entre el incremento Ay y la diferencial dy es un infinitésimo 
de orden superior a Az e igual a (6 5) Ar? Элаз, 
966. Calcular el valor aproximado de aresen 0,51. 


Resolución. Examinamos la función у =aresen z. Haciendo т = 0,5, 
Az = 0,01 y aplicando la fórmula arcsen (x + Az) = aresen г — (aresen z)’ Ax 
obtenemos 


y 


oon 


arcsen 0,51 = arcsen 0,5 + EJER 


2t 


967. Calcular el valor aproximado del área de un círculo cuyo 
radio sea igual a 3,02 m. 

Resolución. Utilicemos la fórmula 5 = nR?. Haciendo В = 3, AR = 0,02, 
tenemos 

AS = dS = 2лН.АН = 2n-3-0,02 = 0,121. 

Por consiguiente, el valor aproximado del área del círculo es de 9л + 
+ 0,121 = 9,121 = 28,66 (m*). 

Hallar las diferenciales de las funciones: 


968. у= 2 V ITT L aros 


E 
7- 


arctg е? 
z (їп z — 1). Hallar dy, dy, Фу. 

ln (z + V25 Fã). Hallar dy. 

'omparar el incremento y la diferencial de la función 


= 1z. 
975. Calcular Ay y dy para la función y = 
$ 0,014. 

976. Hallar el valor aprox 

977. Hallar el valor aprox 
de 2,01 m de radio. 

978. Hallar el valor aproximado de tg 46°. 

979. Hallar el valor apro: do de In tg 47 a 

980. Hallar el valor aproximado de г а partir de la ecuación 
13 sen х — 15 cos x = 0. 


—2r si х = 3 


mado de arctg 1.05. 
lo del volumen de una esfera 


981. Hallar el valor aproximado de y 


$ 2. Investigación de funciones 


1; Teoremas de, Rolle, Lagrange, Cauchy y fórmula, de Taylor. 

Teorema de Rolle. Si la función f (х) es continua sobre el segmento [a, b] 
derivable en el intervalo | a, b| у f (a) = f (b), entonces en el intervalo ] a, bl 
hay al menos un valor de z = E para el cual f' (E) = 0. 

Si, en particular, f (а) = 0, f (b) = 0, el teorema de Rolle significa que 
entre dos raíces de la función hay al menos una raíz de su derivada. 

Teorema de Lagrange (sobre el incremento finito). St la función f (z) es con- 
tinua sobre el segmento (а, b] y derivable en el intervalo | a, b [, entonces en este 
Intervalo hay al menos un valor de z = E para el cual se cumple la Igualdad 


10) — f (0) = 6 — а) f (E). 


Teorema de Cauchy. St las funciones f (т) y Ф (z) son continuas sobre el seg- 
mento la, b] y derivables en el intervalo | a, b |, siendo q" (т) + 0, entonces en 
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este intervalo hay al menos un valor de х = E para el cual 
10-10 Р G) 
DOSIS 
donde а < Ẹ < b. 
Fórmula de Taylor. La función f (х) derivable n + 1 veces en cierto intervalo 


que contiene el punto a puede representarse en forma de la suma de un polinomio 
de n-ésimo grado y del término residual Н: 


1o=1(0+E2 q 


AO (аъ Аһ, 
үт) @) 
(+01 

donde а г Ё 2 =, о bien, E=a--0(2—a), siendo 0 < Ө < 1. Cuando 

а ='0, se obtiene la fórmula de Maclaurin 


10m + 0. o LO аара, 


Rn= f—ana, 


401) (Oz) 


Е та А 
Rn FM 1%, 0<0<1 
Citamos los desarrollos de algunas funciones por la fórmula de Maclaurin: 
zz, 1, a 2" Я 
E г-га 
Сз өз. 
A 


А , зата (— gomas 
А сыа 
А ата. 
9" сов Өх. ¿E 

me 
ике" Мнн 


amos 
Ramo =(—1)M* cos Өх. aF J 


m (m—1) (m—2) 
ЗГ 


ачат zH те a4 зз 


т(т—1) (а—1)) К 
++ H an+ Rn; 
в„= (m— 1)... (m—n) опел (1402) mena 


Та 11 


{siempre 0 < 0 < 1). 
2. ¿Se cumple el teorema de Rolle para la función f (2) = 
= а — 6r + 100, si a = 1, b = 5? ¿Con qué valor de E? 


Resoluctón, Como la función f (z) es continua y derivable para todos los 
valores de т y sus valores en los extremos del segmento (1, 5] son iguales: 
f (1) = f (5) = 95, el teorema de Rolle se cumple sobre este segmento. еге! 
minamos el valor de E a partir de la ecuación f’ (z) = 27 — 6 = 0, o sea, 3 = 
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983. ¿Se cumple el teorema de Rolle para la función f(x) = 
=} 5r si a=0, b=8? ¿Con qué valor de E? 


Resolución. La función f (r) = } 8772 es 


па para tados los valores 
de z y tiene la derivada f’ (r) = (8 — 2х3] FE cuando т 9 0, г 5 8, 
o sea, es derivable еп el intervalo 1.0, 81. Además. / (0) = / (8) — 0. De esto 
mida, el teorema de Rolle se cumple sobre el segmento [0, 8]; en efecto, /’ (z) = 
=0 para z= => 4. 
984. Se da la fu Sean a=0, b= 16. 
Entonces f (0) Sin embargo, la derivada f'(x) 
2/(37—8) no s i 
¿Contradice esto el teo 
Resolución. No, no lo contradice, y 
10, 16| la derivada no existe y las 
observan, 
985. Mostrar que la derivada del polinomio f (x) = 1% — 2 — 
—z +1 tiene una raíz real en el intervalo ] — 


ma de Rolle? 


1 punto z — 8 del intervalo 
teorema del Rolle no se 


Resolución. Determi es del poli: Tati 

= 0, a bien (r — 1)? (01 1) = 0, о sea zi že 1. Puesto 
DORM os, según el teorema de Rollo // (x) tiene una raíz. 

en el intervalo | —1, fl. s las raíces de la derivada: /' (z) = 
ze 421 À, xa = 1. De este modo, entro las raices 


de la función —1 y t hay un ; de la derivada, igual a —1 

986. Sobre el arco AB de la curva y — 2x — x? hallar un punto 
М en el cual la tangente sea paralela а la cuerda AB si A (1; 15) 
у В (3; —3). 

Resolución 
los valores de z. 
existe un val 
donde y” = . 
и (0—0 0) = B 0и Gr 39 — (Qui — 19 = 

B- 19-02 — 28; — 4 401 — E. 
De aqui Ẹ 2, y @) = 0. De este modo, el punto M tiene las coordenadas 
(2; 0). 

987. Sobre el arco АВ de la curva definida рог las ecuaciones 
paramétricas т = (2, y = (* hallar un punto M en el cual la tangente. 
sea paralela a la cuerda AR, si a los puntos A y B corresponden los. 
valores de £ = 1 y t = 3. 


Resolución. La pendiente de la cuerda AB es igual a 
M (cuando £ 


Para doterminar E por el teorema de Cauchy obtenemos la ecuación 
003) и (0) 0208) „ы геге i 1з 3, 
00 «ЦЫ ° bien = o bien Я 


Es 4 
o sea, Ё = 13/6. El valor hallado de E satisface la desigualdad 1 < Ẹ < 3. 
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paramétrica de la curva, 
. De suerte que el punto buscado es 


988. Representar la función f (z) = / 7 en forma de un poli- 
nomio de quinto grado con respecto al binomio z — 1. 


Resolución. Calculamos los valores de la función f (т) = х 1/2 y sus deriva- 
das hasta ol quinto orden inclusive, para а = 1: 


#0) = 1, 


a 02: 


rm) rosi Pa Voi: 
у 880 у (1) 880 
f hsz" f @=хз. 
Por consiguiente, según la fórmula de Taylor obtenemos 
- 2 
Via FM + 
10 А 
+ Pg 0 G= Mo, 
donde 
м 2 
д2 100 (2—1) = 12320 EVA, 1<E<x 


989. Representar la función f (т) = a” (a > 0) en forma de un 
polinomio de tercer grado con respecto a z. 


Resolución. Tenemos 


102) =ах, 100) ==, 
{' (у= ах1па, f'(0)=Ina, 
0) = апта, f 0) 10а, 


1" б) = ах Ia, 1700) = ina, 
И (9) = апта, У (02) = Int асаб, 
Рог la fórmula de Maclaurin obtenemos 


zina 


AA 


990. Calcular con una exactitud de hasta 103 el valor aproxi- 
mado de }/ 20. 


р у Representamos la raíz dada así: ў 2W=j27P2=3 X 
x (143). 
Utilizamos el desarrollo binomial 


ажат ++ D aah, pmp. inat ань. 
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De aquí obtenemos la igualdad aproximada 


MICA 


ME pr УТ 
cuyo error 


атн (1-ЬӨгут-т-1 


puede hacerse tan pequeño como se quiera cuando | z] < 1 y я lo suficiente- 
mento grande. 
Suponiendo z = 2/27 у т = 1/3, obtendremos 
кш 2 2.2.2.5 2-5 
Me (at вА 
Evaluando los valores de los errores sucesivos de cálculo de 3] Я, |, on- 
contramos 


зілу 352,2 < 0,002, зүн,1< PEES < 0,0003. 


Por lo tanto, para calcular con la exactitud prefijada es suficiente tomar los 
tres términos que preceden al resto Ra, о sea, }/ 29 ex 3 (1 + 0,024 — 0,0006) = 


991. Calcular Y € con una exactitud de hasta 0,0001. 


Resolución, Utilizamos la fórmula de Maclaurin para la función e: 


an 
AT+ Am 


A - 


0/2 
donde пау» 0<0<1. 


А 
Como 0<0<1, 2< е<3, entonces Fn < рагу. Pero 082, 


Рог eso Rn < т y. Se necesita determinar п de modo que so cumpla 
lo dosigualdad Rin 0.0001. 
Si n=3, entonces Ry < кыр: п.т» 


Р Doa 1 
si n=4, entonces R, < pgp? А. < туду» 


1 
sin=5, entonces Rs < туу; Ау < 0,0001. 


Para determinar ү/ё соп una exactitud de hasta 0,0001 obtenemos la igual- 
и 


dad aproximada 


e НМЕ 1 
Vesta tz 


1 


TH 


Efectuamos la adición, convirtiendo todos los sumandos en fracciones deci- 
males con un número sobrante (de reserva): 
1,50000 
0,12500 
0,02083 
0,00260 
00026 


De suerte que /2= 1,6487. 


992. Se da la función f (z) que es continua junto con sus deriva- 
das hasta el orden de (л — 1) inclusive, sobre el segmento la, b} 
y tiene la derivada de n-ésimo orden en el intervalo | а, b [, con 
ello para esta función se cumplen las igualdades f (a) = f (21) = 
= f (2) =... Han) = f (b), donde а< <=. 
...< зд <b. Demostrar que en el intervalo ја, Ь[ 
menos un punto E рага el cual /™ (Ẹ) = 0. 

993. Examinar el caso particular del problema precedente, si 
f(z) = (z — 1) (z — 2) (z — 3) (z — 4), a=1, л = 2, ха =3, 
b = 4, Determinar E. 

994. Representar en forma de un polinomio de tercer grado 
con respecto a £ — £o (ль 0) la función 1/2. 

995. ¿En qué punto del arco AB de la curva y = 29 — 3r, 
la tangente es paralela a la cuerda AB si A (0: 0), В (3: 18)? 

Calcular con una exactitud de hasta 10°: 

996. cos41°. 997. Y 

998. YE. 999. / 

1000. sen 36°. 

2. La regla de L'Hospital para resolver las indeterminaciones, Seon las 
funciones / (z) y Ф (2) derivables en un entorno e del punto x y ф' (2) + 0. 
Si lim /() = lim p()=06 bien lim /() = lim ф(у= œ, 0 

х=, хех par хт 


sea, el cociente en el “punto = == z, es una indeterminación de las formas 0/0 
6 æ/æ, entonces 


ay al 


иш 2) lim LD 
хш) хз (т) 


a condición de que exista el límite de la razón de las derivadas. 

Si el cociente f’ (2)/ф' (т) en el punto z=z es también una indelerminación 
de las formas 0/0 ő оо/оо y las derivadas f’ (z) y q” (z) satisfacen las condiciones 
respectivas, hay que pasar а la razón de las derivadas segundas, otc. 

En el caso de una indeterm: de forma O=co б оо — оо hay que trans- 
formar algebraicamente la función dada de modo que se reduzca а la indeter- 
minación de la forma 0/0 ó co/o y luego aplicar la regla de 1."Hospito 

En el caso de una indeterminación de la forma 0° ó co? ó 1% conviene deter- 
minar por logaritmos la función dada y hallar el límite de su logaritmo. 


1001, Hallar lim 21197, 
з 

Resolución. El numerador y el denominador tienden a cero cuando z = 1 

ў, г eso tenemos una indeterminación de la forma 0/0. Utilizamos la regla de 

‘Hospital, o sea, examinamos el límite de la razón de las derivadas de las fun- 
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<iones dadas: 


lim 
х-1 


1002. Hallar lim 


Resolución. Esto es una indeterminación de la forma 0/0. Tenemos 
lim 


Maz 1: 
х0 > 3r? x-0 бл 6, 
puesto que lim ŠPZ 4, Ад regla de L'Hospital ha sido empleada dos 
vecos, тч 
1003. Hallar lim =, si л es un número entero positivo, 


Resolución. Esto es una й 
la regla de L'Hospital n vecs 


leterminación de la forma 0o/co. Apliquemos 


iat A AA 


lim OD 09——2)...0 
pa 
ы 
1004. Hallar Mn + 


Resolució 


En este caso también tiene lugar una indeterminación de la 
forma 00/00. Hallamos 


en 0 + 
lim 


—L lim 
Dx eT 
1005. Hallar lim (22+1n z). 


Resolución. Aquí tenemos una indeterminación de la forma 0-00. Represen- 
tamos el producto de las funciones en forma del cociente y luego, una vez obte- 
nida una indeterminación de forma co/co, aplicamos la regla de L+Hospital: 
lar А а 22.20 

A ае A 


2-0 
1006. Hallar lim (E— ). 


x-0 
Resolución. Esto es una indeterminación de la forma co — co. Para hallar 


el límite de la función reducimos las fracciones a un común denominador y luego, 
una vez obtenida una indeterminación de forma 0/0, aplicamos la rogla de L'Hos" 
pital: 


lim 1—2 et 


ы ex 
i =lim 
o х(®—1) х-о 1-те х0 AE) 


х-0 
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1007. Hallar lim (sen z)". 


1-0 
Resolución. Esto es una indeterminación de la forma 07. Designamos la 
función dada por y, о sea, y = (senz)% y le aplicamos logaritmos: 


Та у= x In-sen 


Мароз el limite del logaritmo de 1 n dada aplicando la regla 
de L'Hospital (aquí tenemos una indeterminación de la forma 9/00): 


limin y= lim PENE ү, Соз TÍSenz_ 
x-0 x-0 tz xo 1102 
lim 255987 
q Sen z 


Por consiguiente, lim у= е 
х0 


1008. Hallar lim ин 
Ред 


Resolución. Esto. es una indotorminación de la forma oo”. Tomamos 
(tg з) 806 = y, aplicando logaritmos: 


И 


In у—2совә-1 tg r= PAE 


Aplicando la rogla de L'Hospital, obtenemes 


> sect 
lim Iny=2 lim tE merher 

an wer естт 

Луда. HOZ 3 ау. ORAR lim cose, 


уз E aa TR nj 


osea, lim усе 


1009. Hallar lim (1400, 


lim Үп y dim їп Їп (47) dim ML) _ 

For a хт ТЛА 
lia ANEA) iim гюз; pj һа: 
ау A рх 
iim @ де ainm юе у е у 
5 o ir х А = 


De este modo, lim y е0 1. 

xo 
Ifallar los límites de las funciones siguientes: 
Indeterminación de la jorma О. 
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1012. 


A 


1013. 


1014. 


1015. гет 


Indeterminación de la forma оо ос. 
: Inra) 

1016, lim peT: 

1017. lim E (n>0). 

1018. 


1019. 
x= 


1020. 
х1 


Indeterminación de la forma 0-00. 
1021. lim (т.с! лал). 1022. lim (arcsen -ctg л). 
1023. 9 (1 — cos х) сіл. кы 

a A 

1024. tim (+= т): 


1025. lim (22): 


TET 
1026. lim (2 — ctg? z). 
Indeterminaciones de las formas 0°, 00%, 1%. 
1027. lim (л—2х)%®”*. 

n2 


1028. lim (сох 2z)". 
х-о 


1029. lim (х-+Е2^*)!*. 


"(чүш 
1030. lim ( ү. 
3. Crecimiento y decrecimiento de una función. Extremo de una funció! 
Una función f (т) se llama creciente en un punto zo si para un h > 0 suficien 
mente pequeño se cumple la condición (fig. 29) 


Í (re — h) < f (т) < f (o EM» 


ме 


Una función / (x) se dice decreciente en un punto xp si para un h > 0 sufi- 
cientemente pequeño se cumple la condición (fig. 30) 


F (Za — № > f (хе) > Рб + h). 


Fig. 30 


intervalo | a, b | si para dos 
puntos cualesquiera у y z, del intervalo indicado que satisfacen la desigualdad 
жү < ta, se cumple la desigualdad / (у) > f (т). 


Criterios de crecimiento y decrecimiento 
de una función 

1) Si f! (29) > 0, la función f (x) es creciente en el punto те. 

2) Si f' (zo) < 0, la función f (=) es decreciente en el punto те. 

Él valor de f (zo) se Mama máximo de la función j (2) si para mm h > 0 
suficientemente pequeño se cumple la condición 

Hr — h) < f (хә) y У (zo + h) < у (ху). 
En este caso el punto ту se Пата punto de máximo de la función f (z) (lig. 31). 


СОСО |же N 


| 
| 
© о xh 


Fig. 31 Fig. 32 


El valor de f (zo) se denomina mínimo de la función f (z) si para un А > Ө 
suficientemente pequeño se cumple la condición 


tza — > F leo) y F lo +) >} шә. 
sig. En esto caso el punto xa se denomina punto de minimo de la función / (z) 
dig. 32). 
* El máximo o el mínimo de la función se llama extremo de la misma. El punto 
de máximo o de mínimo de la función se llama punto de su extremo. 
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CONDICIÓN NECESARIA DEL EXTREMO. Sila función f (2) tiene un extremo 
en el punto ғо, entonces la derivada f' (хо) se anula o no eriste. 

EL punto т en el cual f’ (29) = 0 se Пата punto estacionario. Los puntos 

ales (1) = 0.4 F (r) no existe, se denominan puntos críticos. No todo 

punto de extrem 


Condiciones suficientes del extremo. 


una función f (1) y para un h >U 
las desigualdades f’ (го h) = 0. 

pero 
unto ло 


Неда 0. Si xp es un punto crítica de 
arbitraria suficientemente pequeño se сит 
J za h) < 0. entonces la función $ (т) en el punto xy tiene ип тігі 
мы EO, Р (а М} 2 0, entonces la función f (ту en el 
tiene un minimo. 

Si los signos |' (ху — h) y f’ (£o * h) son iguales, la función f (2) en el punto 
zo no tiene extremo, a saber, el máximo. 

Regla 2. Sif’ (т) = O y f” (г) +0, la función f (2) en el punto xa tiene 
un extremo, precisamente, un máximo, si 1" (zo) < 0, y un minimo, si f" (ха) > б. 

Нера 3. Sea f (ro) 0. f° (zo) 0. o JO (rd 0) 0 
Еп este caso la función f (x) tiene un extremo en el punto хо, зі т es un número par. 
precisamente, un máximo cuando 10%) (хо) <0 y un mínimo cuando ji (т) > 0 
Pero si n es un wimero impar, entonces la јипсібт f (т) en el punto лу no Hene 
extremo. 

Para hallar el valor máximo (minimo) de la función / (r) sobre el segmento 
la, b) es necesario entre los valores de la función en las fro 
y en los puntos eriticos pertenecientes a este segmento el 
(mínimo). 


ct x 1, 2 -= 0, 


1031. Se dan los puntos с 
Ba? ere 


qué puntos entre los citados la función y 
enáles decre 


Resolución, Veterminamos la deri y’ = Br? — Gx. Tenemos: 
sior entonces y = 9 > 0 la función crece; 
i entone É Е la función decrece: 
entonces la función crec 
entonces 0; la función decrece. 


1032. Hallar Jos intervalos de crecimiento y decrecimiento de 
la función y т(1 +}. 


Resolución. Encontramos y' = 1 + (3/2) 21/2, Como la derivada es positiva 
en el intervalo 10, -+-00 |, la función crece en todo su campo de definición. 
1033. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de 
la función y = = — 2 sen z si 0 < z < 2л. 
Resolución. Hallamos la derivada: y 
еп el intervalo | 1/3, 51/3| e y’ < 0 en h 
Así, pues, en el intervalo | 1/3, 51/3 | la fun 
10, 1/31 y 152/3, 2л | decrece. 
1034. Investigar el extremo de la función y = (т — 5) е". 
Resolución. Hallamos la derivada. y' = (г — 4) ех. La ідпајатох a cero 
y encontramos el punto estacionario: 
E e(z — 4) = 0, z= 4; y' (4 — h) 
+: Según la regla 1 llegamos a la cone! 
ción tiene el minimo “min = 


1 — 2 cos e. Es evidente que y” > 0 
ntorvalos 10, 1/31 y ] 57/3. 27 1. 
1 dada crece y en los intervalos 


—heih <0, y (4 +h) һе\*һ > 0. 
п de que en el punto z == 4 la fun- 
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1035. Investigar los e xtremos de la función y=z y 1—22. 

Resolución. La función está definida para —1 < z < 1. Hallamos la deri- 
vada: y => (1 — 28 YT=23% y — 0 рага 1 — 222 = 0; de aquí, == 
= —4/y T, 14 = 1/у 2 (puntos estacion: ' = ә para z= +1, о sea, 
en las fronteras del campo de definición de la función. 

Hallamos la segunda de ada: ж (27% — 3)/(1 — 22)2/%. Calculamos 
los valores de la segunda d eh los puntos estacionarios. Cuando = = 

17у T, tenemos 


1-(1—3) 
ИЗ (1—1/22/2 
por consiguiente, de acuerdo cin la regla 2 llegamos a la conclusión de que 
en el punto ¿=1/V/3 la función tiene el máximo утах = (1/12) V 17У 2 
/2. Cuando z= — 1 obtenemos 
уЗ 1.03) 
"(—1. Y > 0, 
AV ai 


—1/у Z la función tiene el minimo ymin 
› falta, ya que por def 
ón pueden м 


y (Y 


о sea, en el punto г 

En los puntos criticos л 1 el exire 
sólo los puntos interiores del campo de definición de la fun 
extremos. 


1036. Investigar los extremos de la función y (x 


Resolución. Hallamos la derivada: у" = 4 (g 4); (r — 
vs un punto estacionario. La segunda derivada y” — 12 (x o 
es igual a cero. La tercera derivada y” = 24 (2 — 1) cuando z = 1 también 
uba. La cuarta derivada y! Y = 24 > 0, Por lo tanto, según la regla 3 Ile- 
s a la conclusión de que en el punto 7 Í la función tiene el minimo #mi 


1037. Investigar el extremo de la función у 1 — (x — 2". 
^ ^ 


Resolución, Mallamos y — g 2 La derivada 


И 
wando x 2 (punto 


no so anula para ningún valor de y y no existe solamente 
critico). 
y 


plen las d 
йн la regla 1 Подати 
ene el máximo Ymax 


¡esto que para un А => 0 киісі 
gualdados y (2 — M >0 ey (2 $ A) 
а la conclusión do que para r 2 

1 . Investigar los extremos de la función y- (r — 2)? 
ду + 1). 


Los puntos є 


o existe). Para un № > 0 
y a—»>0y4 (1 m< 
te, en el punto х == 1 
2. el mínimo ymi 


la función tiene el máximo ymax = Зу 
1039. Hallar los valores máximo y mínimo de la función f (+) 
=3r x? sobre el segmento [- 2, 31. 


Resolución. НаПатоз la derivada: }' (1) = 3 — 32% 3 — 312 = 0, о sem 
+1 son los puntos estacionarios. Determinamos los valores de la función 
en estos puntos: f (1) = 2, / (—1) = —2. Calculamos los valores de la función 
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dada on las fronteras del intervalo: / ( 
valores obtenidos escogemos el mayor у 

De suerte que el mayor valor de la funció 
a 2 y el menor, a —18. 


1040. Hallar un cilindro tal. que tenga el volumen máximo 
para la superficie total dada S. 


Resolución. Sea el radio de la base del 
Entonces 


мге los cuatro 


sobre el segmento dado es igual 


ndro igual a т y su altura igual 


S= ar? 


Por consiga 


El problema se reduce а 


V (2) para el má- 
ximo de z > 


Hallemos la derivada LE y la igualemos а coro, de donde 


7. 
Hallemos la segunda deri 


=y SN 


блг. Como para r= V 5617 


se cumple la condición “zr <0, el volumen tiene el mayor valor, con ello 


21361) = 2e 


ө sea, Ла sección axial del cilindro debe 


Hallar los intervalos de cre 
funciones: 


т un cuadrado. 


ento y decrecimiento de las 


1041. y 1042. y = (a? — 1992 
1043. y у= Q a) (r + 1). 
Hallar los extremos de las funciones: 


1045. y 2 (1-2V z). 1046. y ai y3=z. 
1047. y = In (a? 4). 1048. y = ch? r. 
1049. y ==. 1050. y reh. 


inz’ 

1051. y = (х — 1)9, 

1052. y= (1—1) Y (23%. 

1053, y = at — Ла? -b Ga? Ал. 

1054. y = z — 2 sen? z. 

1055. y = e',3 sen”. 

1056. Hallar los valores m по у mini 
++ 2% — 2x? + 3 sobre el segmento 1-3, 2]. 

1057. Sobre el eje Oy hallar un punto a partir del cual el seg- 
mento [AB] sea visto bajo el ángulo máximo si A (2; 0), В (8; О). 

1058. El punto B se encuentra а 60 km de una vía férrea. 
Viajando por el ferrocarril, la distancia del lugar A al punto С 
próximo al punto В es igual a 285 Km. ¿A qué distancia del punto С 
se debe construir una estación para emplear el tiempo mínimo via- 


jando entre los lugares А y В sila velocidad de movimiento por el 
ferrocarril es igual a 52 km/h y la velocidad de movimiento por la 
carretera es de 20 km/h? 

1059. Hallar los lados de un rectángulo de área máxima que 
pueda ser inscrito en la elipse 22/25 + у%/9 = 1. 

1060. Un alambre de longitud Г está doblado de modo que forma 
un rectángulo. ¿Cuáles son las dimensiones de este rectángulo si su 
área es máxima? 

1061. Hallar el volumen máximo de un cono cuya generatriz 
es igual a l 

1062. Hallar el volumen máximo de un cilindro cuya superficie 
total es igual а 5. 

1067. Un turi camina desde el punto А que se encuentra 
junto a una carretera al lugar В a 8 km de la carretera. La distancia 
entre А y B es igual a 17 km. ¿En qué punto el turista debe apartar- 
se de la carretera para [legar al punto Ё gastando el tiempo mínimo 
si la velocidad de su movimiento por la carretera es de 5 km h y a cam- 
ро traviesa es de 3 kw/h? 

1064. Un canal cuyo ancho es de desemboca en ángulo 
recto en otro canal de 64 m de ancho. ¿Cual es la longitud máxima 
de troncos que puedan ser transportados por este sistema de canales? 

1065. ¿En qué altura por encima del centro de una mesa redonda 
de radio a se debe colocar la bombilla eléctrica para que la ilumi- 
mación del borde de la mesa sea máxima? 

Indicación: la intensidad de se expresa por la fórmula / 

п p)/r2, donde ẹ es el ángulo de inclinación de los rayos; г, distimtacia 
del manantial de luz al área que se alumbra; k, intensidad del manantial de lu 


Fig. 33 Fig. 34 Fig. 35 


4. Convexidad. Concavidas 

y = f (т) se llama convero en 
tangente trazada 
Fa poro 


Punto de inflexión, El gráfico de una función 
intervalo ] a, b| si se encuentra debajo de la 


la, bA 


N SUFIGIENTE Dis х onarico 

ta Junción 
es convoco en este intervalo: y Таа 
аай de la {штебдт ex cone 


nio (ze ку) del тан ción que vepura la pacte convexe 
del gráfico de la parte cóncava se denomina punto de inflexión (ig. 35). 

Si rg es Ја abscisa del punto de infloxión de la función y — / (т), entonees 
la segunda derivada es igual a cero o no existe. Los puntos en los cuales)” (x) — O 


ó $7 (т) по existe se Naman puntos críticos de segunda especie. 


Si re es un punto critico de segunda espe 
lan pequeño como se quiera se cumplen las desigualdades /“ (zp h) < 0, 
Fira Ау 2 Ө (o bien las desi lades j" (zo ) > 0, f” o + h) < 0), 
entonces el punto de la curva y — f (z) con la abscisa <a es de inflexión. 

Sin embargo, si 77 (ro — A) у/* (т + h) tienen los mismos signos, entonces 
el punto de la curva y © / (2) con la abscisa т no es de inflexión. 


1066. Hal i y de concavidad del 
gráfico de 1 

Resolución. Ven 
y la curva es convexa, pero si z > 0, 
De suerte que la curva es convexa 
intervalo | 0, оо] 

1067. Hallar los extremos de la función y = (z + 1% (£ — 2) 
y los puntos de inflexión de su gráfico. 


je y рага un A > 0 arbitrario 


r los intervalos de convexid. 


función y = 7° + 5x6 


ntonces у” < 0 
y urva es cóncava, 
+ O| y cóncava en el 


ión. Wallamos la derivada pri (02 — 4). Las raices 
de la derivada primera son zı 1, Te eterminamos la derivada segun- 
da: y 'ulamos los valores do la derivada segunda en los puntos esta- 


б < 0, o sea, ymas = O; y” (1) — 6 > 0, озса, Ymi 


el punto de inflexión, pari al igualamos a cero la segunda 
derivada 0,0 sea, хб. А da del punto z= 0 tenemos 
y" (0 — һу < 0, 6 sea, la curva es cs la derecha del punto z = 
tenemos y” (0719 > 0, e sea, la curva е a; por consi 

con abscisa x= 0 es de inflexión: mp. 2 


1068. Hallar los punta 
+2 


de 


a de la curva y с (2 


Resolución, Walla 


yu 


ru 
а valor de x y no existe en el 
punto de inflexión, va q 


о (5; 2) es de inflexión. 


punto £ 5. 5 abse 
y (51) <0, у" (5 4 h) > 0. Por lo tanto, el p 

1069. Hallar los intervalos de convexidad y de concavidad de 
la curva y = re” 

1070. Hallar los puntos de inflexión de la сигу 
4х +4. 

1071. Hallar los puntos de 
(ж —1у. 

1072. Hallar los puntos de inflexión de la curva y 
— 812 + 244%. 

5. Asíntotas. Una recta L se llama asintota a una curva y Her si la 
distaneia de un punto M (z; y) de la curva a la recta £ tiende а cero cuando este 


а у= (2—4) + 


de la curva y = (21) 


punto se aleja indefinidamente por la curva a partir del origen de coordenadas 
(о sea cuando los puntos de una de las coordenadas, рог lo menos, tiende 
а infinito) 


La recta z — а ев la asintota vertical de la curva y = f (а) жі lim (0) 


+œ о bien lim / (2) =—0o. 
existe el 


La recta y = b es la asint 
límite lim f()=b0 
a+ 
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La recta y = kz + b es la asintota oblicua de la curva у = 'f (2) si existen 
los límites 


lim Ж, b lim perk 
+. 


+ 


o bien, 


к= lim 12), `;— lim (1()—t21. 
wean тА Pri 


1073. Hallar las asíntotas de la curva y= И 29/22). 


Resolución. La función está definida en los intervalos ] — о, 0 | y |2, -+oo [e 
Como lim УЕ — З) = + о, la recta z= 2 es la айпа vertical де 


la curva. 
La curva no tiene asíntotas horizontales puesto que lim У (42) 
a+ 


y lim Y 3%(—2) no son valores finitos, 


Determinemos sí existen asíntotas oblicuas. Hallamos 


(hemos dividido el numerador y el denominador por el valor positivo 2), 
о sea, 


= ina z(—7—2+a) Ж 
“УЗ (V =?» 
De suerte que existe la asintota oblicua izquierda у = —z — 1 (fig. 36). 
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1074. Hallar las asíntotas de la curva у = z + 2 arctg s. 


Resolución. No es difícil ver que la curva no tiene asíntotas verticales ni 
thorizontales. Buscamos las asínt 


1) k, + lim 229ге 1 
+0 Н 


b= lim (х2 акі гл) 
+. 
у= х-л ез la asintota oblicua derecha; 


2) ka lim 2212970 а 2аюш=) н 


by lim (2 2 атса гт) 


у = ж — л ез la asintota obli 


Yig. 


1075. Hallar las asíntotas de la curva y = ает“. 


Resolución. Es evidente que no existen las asíntotas verticales. $i z — оо, 
entonces y =» 0. Por consiguiente, el eje Or os la asi horizontal de la curva 


dada. Determinemos si existe о no bl! 
k= im 2% tim Lu 


vta horizontal y 2 0 


De modo que existe sólo la asi 
1076. Hallar las asíntotas de la curva y 


Hallar las asíntotas de las curvas: 
osz 


1077. y= 22 225%. 


1078. y 1922 Эт. 1079. y =} 7-82. 
1080. y = 0,52 +aretgz. 1081. y — —z arctg z. 


6. Construcción de los gráficos de funciones por los puntos característi 
Al construir el gráfico de una función y = / (2) es útil revelar los particularid: 
des características del mi: о. Para osto es песеѕагі 

1) hallar el campo de definición de la función: 

2) investigar Ja función en cuanto a su paridad е imp 

3) hallar los puntos de intersección del gráfico de Ja función con los ejes 
«le coordenadas; 

%) investigar la función en cuanto а su continuida 
discontinuidad (si existen) y determinar el carácter de 1 
das asíntotas de la curva y (т 
hallar los intervalos d 
la función: 
allar los intervalos de convexi 
inflexión. de la curva. 


hallar los puntos de 
iscontinuidad; hallar 


onto y decrecimiento y los extremos de 


d y de concavidad y los puntos de 


1082. Construir el gráfico de la función y= 


Resolución. 4) El campo d 
yendo el punta z б. 
2) La función no ès par 
Hallamos los puntos en qu 
LA 


i la función es todo el eje Or exelu- 
а. D 10, 01 U10, = оо |. 


70, además, v œi por 


lo tanto, z 0 (eje Oy) es la asintota 


vertical del grál 
WMallamos las asintotas obl 


blim 17 (7)—kr) 


La asintota obli 
5) Hallam 
y decreción 


е lu ecuación y` хт. 
de la función y los intervalos 


(аз — улэ, 


e crecimient 
у" O cuando y 


yo оо emando ir idad de la función). 

Los puntos z = 0y iden el eje ni o en los intervalos) — оо, O, 
10, ру! <> |, con ello y" > 0 en Jos intervalos ] — æ. O| y 12 + 001 
(la función crece) e y" < 0 en el intervalo 10, 21 (la función decrece). 


7 (2) > 0; por lo tanto, + 2 es 


Luego hallamos y” — 24/x8 punto 


mel mini 3 


exidad у de concav 
> 0, el gráfi 
tos de inflexión. 

construimos el gráfico de la fun: 
1083. Construir el gráfico de la función y =P T= 


Resolución, 1) El campo de п es todo el eje Or, o sea, D (p) = 


d de la curva y los 
o de la función es сопе 


doquier 
Util 


mpar. 
n ean los ejes de coordenadas son 
1. 


4) No hay puntos de inflexión mi asíntotas verticales. Tenemos: 


b üm (YIS 47) lim 
хө этү саке) 


ap 


De suerto que la 


5) Halla 
Фог t 


Fig. 37 Fig. 38 


по hay extremos, 1 
en todo el eje numéri 
6) Encontramos y” 2р Ор: у О рага r 
z= |; у” (M) г> 0; #” „= pheta т 

guiente, en los intervalos | — оо. y 
intervalo |0, 1| es convexa. Los puntos de inflexión t 
(0: 1) у (1: 0). 

Utilizando los datos obtenidos, construimos el gri 


lo que y’ < O para todas las s 70, du funcion deere 


i u” paras 
0, Pa 

cóncava yo 
т las coord 


adas 


» buscado (fig. 38). 


Construir los gráficos de las funcione: 
1084. y=sentx. 1085. y -3% xr. 
1086. y = In z— In (2—1). 


1087. y = In -> 1088. ут. 
1089. #=-үт. 1090. y -16x (z — 1)». 


1091. y- (= 1) VF. 1092. усех. 
1093. у= ln (r+ y 270710). 1094. y- 
1095. 
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Ў 3. Curvatura de una línea plana 


e Паша ángulo de contingencia del arco AB de una linca plana al ángulo 

<p comprendido entre las tangentes trazadas en los puntos А y Я de esta línea 
(fig, 3%. L entre el ángulo de 
и arco AB 
ina curvatura media del arco AB: 

„= Фіз. 
So llama curvatura de la lin 
sen el punto A al límite de la е 


media del “arco AB cuando 
«кол, 


k 


ua KDN Я 
La curvatura de una circunferencia A 
koir = 1 
donde a es el radio de la circunferencia; la 
<urvatura de una recta es igual а cero. 


$i la línea está definida por la ecuación y — / (z), su curvatura se calcula 
por la fórmula 
ке! 
+" 
a línea so define por las ccnaciones paramótricas хф (0, v = Y (0, 


Fig. 39 


si 
entonces 


lry—yzl 


k , 

у уэл 

доме i=, y ft, ра. р Фр. 
т ш, *= дє 0 де 


Si la línea está dada en coordenadas polares por la ecuación р = 7 (0), 
entonces 


10-2672 —pp" 


WAR? 


R=1h ki. 
de curvatura o círculo osculador de la linea dada en su punto 


Se llama circu 


A ala p nite de la circunferencia que pasa por tres puntos А, B, С 
de la curva cuando BA y С А 

El radio del círculo de curvatura es igual al radio de curvatura. El centro 
del circulo de curvatura se denomina centro de curvatura у se encuentra sobre 


ай de esta linca 


la normal а la linea trazada en el punto A hacia la concavi a 
ea y f (P) e 


Las coordenadas 3 y y del centro de curvatura de una 1 
calculan por la fórmula 


w+’) 

} y y 
Se llama evoluta de una línea al conjunto de sus centros de curvatura. Las 
fórmulas para las coordenadas del centro de curvatura so pueden considerar 
сото ecuaci paramétricas de la evoluta (donde de parámetro sirve la abscisa 
ж de la línea inici: 


ПЕ 


КЕ 


1096. Hallar la curvatura de la línea y —x* en el punto con 
abscisa z = 1/2, 


Resolución. Tenemos ГА tas deri- 


1097. Hallar la curvatura en un punto cualquiera de la cicloide 
ж = a(t — зеп), y = a (1 — сох t). 
Resolución. Hallamos 


t- а (1 сөн t), Ta sent, y asent, y-a cost, 


a (1 


E ji a (1—cos t), 


а (eos * 


1098. Hallar las coordenadas del centro de curvatura de la línea 
за Бу 2 en el punto M (1; 1). 
Resolución. Derivemos dos veces la ecuación de la línea dada: 
Bat $- дузу = 0 (0), 6z + 1242-72 + Дузу" = O (00). 


Como z = 1, y = 1, entonces de la ecuación ( 


hallamos y” /4 y do la 


ecuación (ею) obtenemos 6 -+ 27/4 + 4y” 0, o sea, y” = —51/16. Entonces 
por MED 16) ( )__ 43 
E y 251716 58° 
t" n Ё 
nopitud _ 26 


о кеа, С (43/08; 26/51). 
1099. Escribir la ecuación de la evoluta de la parábola 2y' 
= 2: +4. 


Resolución. Derivamos dos veces la ecuación de la parábola: 


S н „ 1 
wan и ayit áy =o, -z 
Determinamos las coordenadas del centro de curvatura: 
1 1 

E 1 (Чат) a 

= d caura] Др 

1 
P 1+ 

„эь E = 

nert у LET в 


Obtenemos la ecuación de la evoluta en la forma paramétri 
ai. Excluyendo el, parámetro y, encontramos-la ecuación de 
en la forma explícita: Y? = 16 E%/27. 


ES 3yh, 
evoluta 


222 


1100. Hallar el radio de curvatura de la elipse 22/25 + y?/9 = f 
en el punto M (0; 3). 

1101. Hallar el radio de curvatura en un punto cualquiera de 
la cardioide p = a (1 + cos 0) (a > 0). 

1102. Hallar la curvatura de la línea z = ef зер t, y = e' соз Ё 
en el punto 2 = 1. 

1103. Hallar las coordenadas del centro de curvatura de la 
línea y = 1/5 en el punto M (1; 1). 

1104. Escribir la ecuación de la evoluta de la curva х = t sent + 
+ cost, y = tsent — sen t. 


$ 4. Orden de tangencia de las curvas planas 


Si las curvas y = / (z) e y = q (x) tienen un punto común М ( 
о sea, Yo = f (хо) = ф (хо) y las tangentes trazadas en el punto М 
a las curvas indicadas no coinciden, se dice que las curvas 
se intersecan en el punto M. а со ón de intersección de esti 
en el punto M (20; Y.) es la siguiente: 

Гоо) = Ф (0) FU) Ф" (ы). 

Pero si estas curvas (іе 
das en este punto а amba: 
en el punto M. La condició 
es la siguien! 


son tangentes 
encia de Jas curvas en el punto М (хо; уо) 


| AA A "б< еб. 
Si, por fin, 
F lro) = P (roh, И (т) = g (хә), {7 (т) 9 (zoh, + a Кж) = PE, 
pero Je (zo) 2 quo (ra), se dice que en el punto M (т; ye) las curvas y 
= j (x) e y = q (я) tienen la tangencia de n-ésimo orden. 
Si n >2, entonces las curvas y= f(z) е у= ф (2) tienen en el punto 
M (re Yo) no sólo la tangente común sino también la misma curvatura. 


1105. ¿Qué orden de tangencia tienen las curvas у = e™* y 
ту = Aje en el punto z = 1? 

Resolución. Sean f (2) = ес, q (т) = 1/(ez). НаПатоз las derivadas sucesi- 
vas de estas funciones: f’ (г) = ex, f” (2) MO) 1/03, 
Ф" (a) = 2er), . los valores de las funciones dadas 
y, de sus derivadas en el punto ғ tenemos / (1) = et, (1) = { 
1) е o (Mp (1) = ч) . De este modo, / (1) = 
=p (1), f) = g (1), pero (0 (1). consiguiente, las curvas 
indicadas tienen una tangencia de pri та 


1106. ¿Para qué parámetro а la curva у = e** tiene en el punto 
ж = 0 una tangencia de primer orden con la recta y = 22 + 1? 


Para que las líneas indi- 
ег orden es necesario que 
2.041 


Resolución. Sean f (z) = вах y y (2 
cadas tengan en el punto z — 0 una tongencia de 
se cumplan las igualdades 7 (0) = (0) у 7 00) = 0 (0), ө sea, eo 
y ae 2. de donde 


1107. ¿Qué orden de tangencia tienen las curvas y — 1 + cos z 
— 2 en el punto z = 02 

1108. ¿Qué orden de tangencia con el eje Oz tiene en el punto 
х = 0 la curva y = sen? z? 


ey 
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1109. ¿Qué orden de tangencia tiene la catenaria у — (e + e~) 
соп la parábola y — 1 +2%2 en el punto z = 0? 

1110. ¿Qué orden de tangencia tienen las circunferencias +? + 
+y = 2y y 2 +y? = Лу en el pu 

1111. ¿Qué orden de tangencia tienen la parábola y = 
eje Or en el punto x = 0? 

1112. ¿Qué orden de tangencia tiene la curva y ~in (1 
соп la parábola y = r — т? en el punto х = 0? 


$ 5. Función vectorial de un argumento 
escalar y su derivada 


Una curva espacial puede definirse por las ecuaciones paramétricas 
rr yn 23-230 
ю por la ecuación vectorial 
ror(Mity0jts(0Kk. 


La última ecuación define el vector variable r como función pectorial de 
un argumento escalar £, ө sea, r= т (0. La curva definida por la ecuación 
т se Пата hodágralo del vector variable г. 
Se denomina derivada de la función vectorial y ғ (0) con respecto al argu- 
mento escalar £ a la nueva función vectorial definida por la igualdad 


de 
" Le — lim AL 
аг = е + 


Ar 


La derivada de la función vectorial se pi 


EE 
а а 


calentar por la fórmula 


1+ 22 


lo por la tangente al hodógrafo del 


А dr 
La derivada GE es el vector orient 
ж hacia el crecimien 
Si £ es el tiempo, en 


del parámetro е. 


de r 
onces Fp es el vector de velocidad del extremo del vec- 


torr y ЕЧ es el vector de aceleración. 


Las reglas principales de derivación de la función vectorial de un argumento 
«escalar son Јаз siguient 


4 
10, q ат 


de 
20, -r =0, donde e es un vector cons 


ме: 


Las ecuaciones de una tangente a una curva espacial r.='x o i+y i+ 
+ # @) К en un punto Mo (Zo; уо; 29) se escriben en la form: 


0) о (y— voly (6—20) о 


donde zo==z (to), Шо 0 (fa), тот (fo), ®о== #' (to), з= (fo), 027 (4). 
Se llama plano normal al que pasa рог е] punto de tangencia y es perpendicu- 
lar a la tangente. La ecuación de un plano normal tiene la forma 


Zo (2—20)+ (иво) а). 
La diferencial del arco de una curva espacial se calcula por la fórmula 


а=} арза. 


1113. ¿Qué línea es el hodógrafo de la función vectorialt = 
= ai cos t +} aj sen t + сік? 

Resolución, Esta línea tiene las ecuaciones paramétricas z = a соз і, y = 
= a son t, z= ct quo definen una hélice. 


1114. ¿Qué línea es el hodógrafo de la función vectorial г = 
= i cos t + j + К sen 1? 
1115, ¿Qué línea es el hodógrafo de la función vectorial r = 
=1( + j + k)? 
1116. ¿Qué línea es el hodógrafo de la función vectorial r= 
‚++? 
1117. ¿Qué línea es el hodógrafo de la función vectorial г = 
=icht-+ksheg 
1118. Hallar Ја derivada del producto escalar de los vectores 
т = 3ti + 2j + 5k y r, = 2i — 30) + К. 
Resolución. Tenemos 
dlee) а, de 
Бс зас аа 
= (91 4-2) 4-50) [—3)) + (21 —31)4-k)-31=—0 1-00. 
El resultado se explica por el hecho de que el producto escalar r, «rg = 5, 
о sen, es una constante. 
1149. Mostrar que los vectores r = ¡cost +jsont+k y E 


son perpendiculares. 


Resolución. Tenemos $ = —i sen £ + | cos t Hallamos el producto escalar: 


= —cos tsen (4 sen t-cos 24-15 


de 
Por consiguionto, г | Gp. 


1120. Hallar la derivada de la función vectorial г == i ch? £ + 
+jshtcht Кер 4, 


1121. r=isht-+joht-+kY ch2t—3sh?1. Hallar 


1122, r= itt 02 иЗ, rai з ke. Hallar аах 
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1123. Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano normal 
a la curva z = а зеп? t, у = b sen t cos t, z = с cos? t en el punto 
t = л/4. 
Resolución. Hallamos 2 
t= n/4 tenemos: хо = a/2, ya = b/2, 
Las ecuaciones de la tangente зо 
(= — al2y/a = (y — d/2)/0 = (= — c/2)—0). 
La ecuación del plano normal es: 


(2—6) (2) 0 o bien az—ez 


1124. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal 
а la hélice г = i cost +jsent 1 УЗ к en el punto t = л/2. 

1125. Sobre la curva z = t + 1, = {t — 1, z = f hallar un 
punto en que la tangente sea paralela al plano z + 2y +z — 1 = 0. 

1126. ¿Qué angulo forma con el plano rOy la tangente a la 
hélice z = cos t, у = sen t, z = 2 Y 2 en el punto { = 1/47 

1127. Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano nor- 
mal а la curva z—(1/Y 2) el sent, y = 1, z= (1/V 2) e! cost en el 
punto 2 = 0. 

1128. Escribir las ecuaciones de la tangente а la curva х = 
== е! (cos Ё + зеп t), y = e' (sent — cos t), 2 = еї en el punto 
t= 0. 

1129. Escribir las ecuaciones de la tangente а la curva г = 
= ti + tj + tk en el punto t = 1. А 

1130. Mostrar que las curvas г = (и + 1) 1 + из) + (2и — 1) k 
ут = 20% -+ (3v — 2) j + vtk se intersecan y determinar el ángulo 
ontre las curvas en el punto de su intersección. 

1131. Escribir las ecuaciones de la hélice, si el radio de la base 
del cilindro А = 4, el paso h = бл, y hallar la diferencial de su 
arco. 


Resolución. Las ecuaciones de la hélice tienen la forma z = 4 cos t, y = 
= 4 son t, z = 3t, puesto que = = h cuando t = 2л. Derivemos estas ecuaciones: 


ž= —á sen t, y = 4 cost, 2 = 3. Por consiguiente, la diferencial del arco 
es igual a 


а-а 
= Y 16 sont rF 16 cos? rF 9 di= Y 16 Gon" rF сов?) 94 5 dt- 

1132. Hallar la diferencial del arco de la curva z = а cos? t, 
у = Va F Бї зеп t cost, z = b sen? t. 

1133. ¿Para qué paso h la longitud de una espira de la hélice 
ж = cost, y = sen f, z = ct es igual а 4л? 

Indicación. Es necesario valerse de que al desarrollar el cilindro sobre el 
plano una espira do la hélice se convierte en segmento de la recta. 

1134. La ecuación de movimiento tiene la forma г = Зї cos t + 
+ З} sen 2 + 41k, donde 2 es el tiempo. Determinar la velocidad 
y la aceleración de movimiento en un instante arbitrario del tiempo. 


зеп 20, y = b соз 2t; 3 = —e sen 2t. Cuando 
ell, те = a, yo = 0, 3 = —с. 


jaret 
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1135. La ecuación de movimiento tiene la forma r=ti + 
+ 12) + (к. Determinar la velocidad y la aceleración de movimiento 
en el instante t = 1. 


$ 6. Triedro intrínseco de una curva espacial. 
Curvafura y torsión 


En todo punto М (z; y; г) de una curva espacial г = r (£) se puede construir 
tres vectores unitarios mutuamente perpendiculares (fig. 40): el vector unitario 
tangente (vector tangente) 


el vector unitario de la normal principal 
25 
ds 


Cay 
ds 
el vector unitario de la binormal 


B=rxv 
Los vectores no unitarios respectivos pueden determinarse por las fórmulas: 


аг 
=-ү (Vector tangente), 


de dr 
B=- 57 ай (vector de la binormal), 


N=Bx Т (vector de la normal principal). 


El plano que contiene los vectores + y у se Пата plano osculador; el que 
contiene los vectores y y В se denomina plano normal y el que contiene los vec- 
tores В у т, plano rectificante. 


w 


Piano 
normal 


Fig. 40 Fig. 41 


El triedro, con vértice en el punto M, formado por los planos osculador, 
normal y rectificante ha recibido el nombre de triedro intrínseco de una curva 
espacial” (fig. 41). 
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Se lama curvatura de la línea en el punto M al número 


K=lim Y, 
As-0 As 
donde Ф es el ángulo de rotación de la tangente (ángulo de contingencia) sobre el 
arco АРУ; As, la longitud de oste aros 00 C ) 


Si la curva se define por la ecuación r = r (s), entonces K = | |- 
Si la ecuación de una curva tiene la forma г = г (f), entonces 


Exa 
к Гаа 


Se denomina torsión de una curva en un punto М al número 


o= lim — 
Күп 


donde Ө es el ángulo de rotación de la binormal (ángulo de contingencia de se 
gunda especie) sobre el arco 


Si r = т (9, entonces о = ж ||, dondo ol signo 


-+ se toma en el caso 


on que los vectoros LE y v tienen el mismo sentido y el signo «+» en el caso en 


que ollos tienen sentidos opuestos. 
Si r = r (0), entonces 
de ам dr 
йа d 


o= 
Г A 
aa 


1136. -Hallar el vector tangente ta la curva г = ti + 1% + 10К 
en el punto t = 1. 


Resolución. Tenemos: 


еза зај бак, 


|i |= vaer. 


Para ¿=1 encontramos 


de 
р 214-31-66, 
de 
de 2 3 6 
TI TTT 
ar 


1137. Hallar el vector unitario tangente a la curva r = 5ti + 
+ 12) cos t + 12k зеп t en un punto cualquiera. 
1138. Hallar el vector unitario tangente a la curva z = t sent + 


+ cost, у = t cost — sen t, z =t? VZ en el punto t = 1/2. 
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1139. Hallar el vector т de la hélice z = a cost, у = а sen ё 
£=YR'—at, R>a>0 en un punto cualquiera. 
Resolución. Tenemos 


r=aí cos t+aj sen 14 Y Н*— 
Dt m аівеп г Рајсов: Y AF 


de 
аг 
4 | зөт аксон R, 
de 
a= Ñ —alsont+aj соз НАК _ 
“тае Ro мл 
al 
asont acost y ук 


ТЕ И ЧЕ =— 
1140. Hallar el vector B de la hélice еп un punto arbitrario. 


Resolución. Tenemos 
de 


Тр «ізо t+ aj cos t+ У PZA, 
ат 
de 
НаПешоз el producto vectorial de estos vectores: 
dr ач ы 1 ы 
т б та 
В g| eent а созі Иа |. 
—а сові —asent 0 
=a Y аі sen t:i—a УНЕ а* cos to] 4 a?k; 
Bial Ec (ARA sa Ra cost aa. 
агат 4 Н 
Рог lo tanto, 
f= Ba ay Ri—añisont—a Y 1-0? jcost+ark _ 
TB ай Е 
И RA VE а 
р conti EZ совер к. 


1141. Hallar el vector у de la hélice en un punto cualquiera, 


Resolución. Como у= X v, entonces 


i i k 
Vesent У аі совр a 
v я R R =—i cost—jsent. 
assent a cost vez 
R R R 


1142. Hallar la curvatura K de la hélice. 


Resolución. En los problemas 1139 y 1140 hemos encontrado que 


аг de дт | 

а |в, [4 хе |а, por eso 
de die 

РИИ a | ава 


y н „ы 


1143. Hallar la torsión o de la hél 
Resolución. Zenemos 


de aè 
Sr sen гај cos t+ Y 
de 

к == — al cos t—aj sen t, 

ar _ 

з а! sen t—aj cost. 


Hallamos el producto mixto de estos vectores: 
—asont acost Y Rial 
=| —a cos t —asent a =a y ZA. 


asont —a cos t o 


de ач. 
dt de de 


ат 
йт 


En ol problema 1140 hemos encontrado que | аг aR. Рог con- 


dr т 
siguiente, | Gx F 


2 
| =аїА?. De este modo, 


1144. Escribir la ecuación del plano osculador de la hélice en 
un punto arbitrario. 


Resolución. Esto plano pasa por el punto (а cos t; a sen t; V F 
y os perpendicular al vector de la binormal 


Por eso la ecuación del plano osculador es la 
yr У cost 


sen ¢ (X —a cos 1) — 


X (Y—a sen DER (z— yV R =at) =0, 
o bien 
X+Y Ri—ai son t—Y-Y Ri—a3.cos t+aZ—a Y Е 


1145. Escribir la ecuación del plano rectificante de la hélice 
en un punto cualquiera. 


ко. 


t; утта) 
i cos t — j sen t. 


Resolución. Este plano pasa por el punto ; 
perpendicularmente al vector de la normal principal v 
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Por eso la ecuación buscada tiene la forma 
— (X — a cos 1) cos t — (Y — а sen 1) sen t = 0, 

o sea X созе Y sen t — a = 0. 

1146. Escribir la ecuación del plano normal de la hélice en un 
punto arbitrario. 

Resolución. Este plano es perpendicular al vector tangente х= 

асов, VR 
R AR 
a зеп t; Y Rial). Por eso la ecuación buscada tiene la forma 
acost 


A (a cos 1) LL (У —a son) + 


__ _ азепг 


k y pasa рог el punto (а cos t 


AE (a E), 


o bien 
X asen t—Y а соз t—Z Y И*—а%--(Н%—азу1=0. 


1147. Hallar el vector т de la curva z = 6t, y = 30, ¿=P 
en el punto t = 1. 

1148. Hallar el vector В de la misma curva cuando £=4. 

1149, Hallar el vector y de la misma curva cuando ? = 1. 

1450. Hallar la curvatura К de la misma curva cuando t = 1. 

1151. Hallar la torsión ø de la misma curva cuando t = 1. 

1152. Escribir la ecuación del plano osculador de la misma 
curva cuando £ = 1. 

1153. Escribir la ecuación del plano rectificante de la misma 
curva cuando 2 = 1. 

1154. Escribir la ecuación del plano normal de la misma curva 
cuando 2 = 1. 


Capítulo VIII. Cálculo diferencial 
de funciones de varias variables 
independientes 


$ 1. Campo de definición de una función. 
Líneas y superficies de nivel 


Sean dados dos conjuntos no vacios D y U. Si a cada par de números reales 

g, D perteneciente al conjunto D se le pone en correspondencia, según una regla 
leterminada, un y sólo un elemento и de U, se diee que sobre el conjunto D 
“está representada la función f (o aplicación) con el conjunto de valores U. Esto 


se escribe D LU, o bien /: D — U. El conjunto D se Пата campo de defini- 
ción de la función y el conjunto U, compuesto de todos los números del tipo 
ге, и, donde (z; y) € D, se denomina conjunto de valores de la función. El 
valor de la función u = / (z, y) en un punto M (т; уо) se designa por / (zo, Vo) 
о bien por f (М). 

El campo de definición de la función u = / (z, у) ев, en los c: 
la parto de un plano limitada por una curva cerrada, siendo q 
esta curva (fronteras del campo) pueden pertenecer o no а] campo de definición; 
bien sea todo el plano, o, por último, el campo de difinición puede ser el conjunto 
de varias partes del plano 20у. La representación geométrica de la función u = 
= / (z, y) en el sistema de coordenadas rectangulares Ozyu (gráfico de la función) 
es una superficie. 

Análogamente se define la fun: 
=/(4 1%... 0). 

Se dice línea de nivel de una función u = / (z, y) a la línea f (z, y) = С 
sobre el plano 20y, en cuyos puntos la función conserva un valor constante 
u= 

Se Пата superficie de nivel de una función u = / (z, y, 2) a la superficie 
1 (æ y, з) = C en cuyos puntos la función conserva un valor constante 


1155. Hallar el campo de definición de la función u 
= уа 2 у, 

Resolución. La función и toma valores reales а condición de que а? — z? — 
— р? > 0, о bien z? + у? < а?, o sea, el campo de definición de la función 
dada es un círcule de radio a con centro en el origen de las coordenadas incluyendo 
la circunferencia de frontera. 

1156. Hallar el campo de definición de la función u= 
= arcsen (2/03). 

Resolución. Esta función está definida si y 40 у 1 < a < 1, o sea, 
—y* < = < y?. El campo de definición de la función es la parte del plano com- 
prendida entre dos parábolas y? = т e y” —z, excluyendo el punto O (0; 0). 

1157. Hallar el сатро de definición de la función и 
= In (27? — 62? — 3y2 — 6). 


n de cualquier número de variables и = 
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Дд. La función dada depende de tres variables y toma valores s reales 
cuando 222 — Зу — 6 > 0, o bien 2/4 -+ 012 — 33/3 < —1, 

el campo de definición de la función es la parte del espacio comprendida dentro 
de las hojas de un hiperboloide de dos hojas. 


1158. Hallar las líneas de nivel de la función и = z? + y. 


Resolución, La комип de la familia de las rectas de nivel tiene la forma 
a? + y? = С (С > 0). Asignando a С diferentes valores reales, obtendremos 
circunferencias concéntricas con centro en el origen de las coordenadas. 


1159. Hallar las supo 


les de nivel de la función и = z? + 


Де шг. La ecuación de la familia de las euperficios de nivel tiene la 
Толпа att at= p mm С. SEC 0, obtenemos + + st — pi = 
bololdes de 


cono; ві С > 0, entonces =? -+ 2% hiper! 
una hoja; sí С << 0, entonces 2? -+ z — у = С ез laf н а ан hiperboloides. 


de dos hoj 
Hallar los campos de definición de las funciones: 
1160, u=/ 222 1. 1161. u A 
1162. и =агсвеп (21-4). 1163. u= V cos aT F y). 
1164. u=In(—2+y). 1165. u=y+VZ. 
1166. u= V 2242. 1167. u=arosen (z/V 77 y 
1168. u= 1/ln (1—z?—y?—z?). 1169. u=V IF yF: 
Hallar las líneas de las funciones: 
1170. z=2z+y. 1171. z=z/y. 1172. z=1n Y y/z. 
1173. z=V z/g. 1174. 2=e%. 

de nivel de las funcion 


Hallar las superfic : 
175. u= a +y 3. 1176. и = aè + yè H ae 
1477. u = — p — P. 


$ 2. Derivadas y diferenciales de funciones 
de varias variables 


1. Derivadas parciales de primer orden, Se Паша derivada parctal 
Í (z, y) con respecto a la variable independiente z а la 


derivada 
22 lim Аз, 0—1, o) 
z Ах-0 Az 
calculada para y constante. 
Зе denomina derivada parcial con respecto a y a la derivada 
22 tim АЮ. 1 
ПИ] Ay 
calculada para = constante. 


Para las derivadas parciales son válidas las reglas y fórmulas de deriva- 
ción corrientes. 


1178. u=22—31y—4y.—2+2y +1. Hallar -б=- 


=fz (7, 0), 


ANA 


Resolución. Considerando y como una constante, obtenemos 24 =2- 


— Зу — 1. Considerando z como una constante. hallamos 98 = —37 — 8y +2. 
= ени y 
1179. z= e+", Hallar 2 уз 2 š 
Resolución. Tenemos 
A et, ar A ygyt, 
1180. р иќ соз? Ф. Hallar -2 y +. 
Resolución, Tenemos 
29р: Ж. E == 
б = Аш! соз, -FE —ut-2cos g (—sen y) = —u son 29. 


1181. Mostrar que la función z=yln (22—03) satisface la 
ecuación +. 3 


Resolución. Hallamos 


д: 22у д: 2y? 
A E. 


Sustítuimos las expresiones Saladas en el primer miembro de la ecuación: 


++ [ае] 


z 
2y Ла (22—02) z 
A r 


Obtenemos una identidad, o sea, la función z satisface la ecuación dada, 
1182. Mostrar que la función 2 = уу/= sen (y/x) satisface la 
2.0! д: 
ecuación 22 = + Ета = 02. 


Resolución, Hallamos 


Frios (de) o (В) нна (2) (4), 


[eros (5) hor] e (4) 400009 (E) +. 


Sustituimos las expresiones halladas en el primer miembro de la ecuación: 
A E 


1 
+24 Laguia son (L) -ay -F yurin ysn (4) 4 
dE gos (L) mo sen (L) um 
Obtenemos una identidad; por consiguiente, la función z satisface la ecua- 
ción dada. 


23 


1483. и = 22-20232 — 4220-5. Hallar 22, > 
1184. r=p?sen*0. Hallar э, ES 


1185. Hallar =, <=. 
1486, z= ечен), Hallar LE, ZE, 


1487. u=2yV +32 / F. Hallar Le, Je, чт. 


1188. и = еч» е", Hallar JE, e, Y 


зу» 22° 

1189. ¿=arctgL7. Hallar E, о. 
Р y д2 д2 

1190. а= ен. Hallar HE, JE. 


1191. ш= (2—0) (2—2) (0—2). Hallar 22, =, e, 


1192, и =e8e*+2v-x0, Hallar ФЕ 24 


dy * 
1193. и = ет .веп-У., Hallar =, 
= ду 
1194. Mostrar que la función z — + satisfaco la 
ecuación e =з. 

a 2z 
1195. Hallar PR z=pcos0, у =рѕеп Ө. 

и ду 

Фр 28. 


2, Diferencial total. Se llama incremento total de una función z = f (z, y) 
qn un punto M (е: y) а la diferencia Az = f (z + Ат, y + Ay) — (2, v), 
donde Az y Ay son incrementos arbitrarios de los argumentos. 

La función z = f (z, y) se llama diferenctable en el punto (z, y) si en este 
punto el incremento total puede representarse en la forma 


м = A Az + BAy + о (0) 
donde p= У A" Ay. 
Se denomina diferencial total de una función z = f (z, y) parte prin- 
1 del incremento total Az, la cual es lineal con respecto a los incrementos 
о sea, dz = AAz + BAy. 
bles independientes coinciden соп sus incremen- 
, O sea, = Ar y 4, Ay. 
La diferencial total de la funi 
а. 
аг 


Análogamente, la diferencial total de una función de tros argumentos 
а = / (z, 0, 2) se calcula por la fórmula 


ди ди ди 
du=- 0+ Sy WH or de 


tos, 


n 2 = f (z, y) se calcula рог la fórmula 


д: 
аг 4+-у, de. 
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Con un р Az} Ду suficientemente pequeño para una función deri- 
vablo 2 = / (2, у) son válidas las igualdadas aproximadas 


Ас de А Az, y+ RS Y) + аа. 
1196. z=arctg 24%, Hallar dz. 


2—1 
Resolución, Hallamos las derivadas parciales: 
СИИ 1 220 8 
си хну ү EA ари, 
(E) 
% _ 1 2: z 
YE үг 0 аит" 
y 


Por consiguiente, 


dr ді, xdy—ydz 
а A + 


1197. и = ху“, Hallar du. 


Resolución. Tenemos du 


ди ди 
da Hg tar ds, dondo 


ди и 2; ди ла 
—=pravt- e. E = эн. 
A, a И nz 
Por consiguiento, 
du = ylazyli-tdz + 242-2102 «ln z dy + угуз со z de. 
yy 


1198, Calcular aproximadamente Y зеп? 1,55 F 88%" partiendo 
del valor de la función z= V зеп® т -—ВеЎ рага т = л/2 æ% 1,571, y=0. 


El número buscado es el valor incrementado de la función z 
„024, Ay = 0,015. НаПатоз el valor de z рага z = 1/2, у = 0: 


y sent (1/2) F Ве® = 3. Encontramos el ineremento de la función; 
diga дг у sen2rAr-+8e Ay _ 8:0,045 

Arx а Ardo А0 түт бй 

Por lo tanto, | зеп 1,55 + 807,915 ш 3,02. 


1199. Calcular aproximadamente arctg (1,02/0,95) partiendo del 
valor de la función z = arctg (y/x) para z = 1, у = 1. 


tenemos z 


=0,02. 


Resolución. El valor de 1а función z para z = 1, y = 1 esz = arctg (1/1) = 
ЖЛ e 91785. Найешов el incremento de la función Az cuando Az = —0,05 
y = 0,02. 


jos BE ôt „___улт zAy 

м жй=-у А Аи to ар 
_zby—ydz _ A-O02 44-005, 4, 
A = ен. = 0,035, 


Por consiguiente, arctg (1,02/0,95) = z + Az = 0,785 + 0,035 = 0,82. 


1200. z = Іа (z? + y*). Hallar dz. 
1201. z = Іа tg (y/z). Hallar dz. 
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sen (2? + p°). Hallar de. 

z= 11. Hallar dz. 
1204. и = ln (z + V 23 F y). Hallar du. 
1205. z = е* (cos y + z sen y). Hallar dz. 
1206. z = e**% (z cos y + y sen z). Hallar dz. 


1207. ¿=arcig 20239800. Hallar dz. 


sen y 

1208. и = e=", Hallar du. 

1209. Calcular aproximadamente 1,0295 partiendo del valor de 
la función z = z” рага z = 1, у = 4 y sustituyendo su incremento 
por la diferencial. 

1210. Calcular aproximadamente 1а (0,09% + 0,99%) partiendo del 
valor de la función z = ln (2% + y*) рага z = 0, у = 1. 


1211. Calcular aproximadamente 21,0224 0,05 partiendo del 
valor de la función z=} zF? para 2= 1, y=0. 

1212. Calcular aproximadamente у 520-02 42,03% partiendo del 
valor de la función z=Ļ 5e +y" para z=0, y=2. 

1213. Calcular aproximadamente (1,0479 Та 1,02 partiendo 
del valor de la función и = У 27 FInz рага 2=1, y=2, 2=1. 


3, Derivadas parciales y diferenciales de órdenes superiores. So llaman 
derivadas parciales de segundo orden de la función z == / (z, y) a las derivadas 
parciales de las dorivadas parciales de primor orden. Las anotaciones de las 

йыш TE a rindo orden ап des siguiente: 


El 8) 05 Ж = fix la Uh 2 (E .)=E say = и ta 
ә м Г ô (дү ds я 
э (эг) оп ор (эү) = оло) 


Análogamonte se definen y so designan las derivadas parciales de tercer 

ordon y de órdenes superiores, por ejemplo: 
(ҮЛҮЛ дч 
Al) tam (5) = эу 


etc.; las llamadas derivadas «mixtas» que se distinguen una de otra sólo por la 


= 15у (9.0), 


sucesión de derivación son iguales entre sí зі son continuas, por ejemplo, 
de 
“бё 
So denomina diferencial de segundo orden, do la función = = f (z, y) a la 
diferencial de su diferencial total, o sea, 422 = d (dz) 
De un modo análogo se definen las diferen: 
nos superiores: d% = d (d%z); en general, dnz = d (9-12). 
Sj z e y son variables independientes y la función / (z, y) tiene derivadas 
parciales continuas, las diferencialos de órdenes superiores se calculan por las 
jrmulas: 


del 
2гду 


les de tercer orden y de órdo- 


әз әз a 
ог ду EA дут 0% 


дм, Pos 
+3 Ez de ау 43 


ды өз: 
a а, 
пе аут" Pd бич 


237 


en general tiene lugar una fórmula simbólica 
ә aye 
(Lajas 
а т=( A а) z 
que se resuelve formalmente según la ley binomial. 
д: д%: Pz 
1214. ¿=ylnx. Hallar 925, yo фе. 
Resolución. Mallamos las derivadas parciales: 
д: Po д: 


Fo y... 
Dorivando repetidamente, obtendremos 
de Y Pe a 
= e: == =0; 
01? (E ) т? игу = 089) 


= СН => G ) 


1245. z=1n tg (y/2). Hallar -23> 
Resolución. Tenemos 
dz d 2 


П 
E (а) аа 
a 1 2 Рес S, —2 соз 2у/х). (2/х) _ 
dy A Ya) =? sen? (2y/x) 


ЕЕ «(2y cos (2y/x)—z sen (24/2). 


1216. : — ѕоп z sen y. Hallar 022. 
Resolución, Tenemos 


Le созлер, HE —soncos Y 
Pee 0% 

> 9 опа son yo 

жепазе, Fi =coszcosn -25 Й 


d?z= — зеп z sen y 022 4-2 соз z соз y dz йу — sen z sen y dy?. 
1217. ¿=x*y. Hallar d%z. 


Resolución. Tenemos 


ds д%: д а _„„ д 

=- = =. =0, 

к^з» E A o Чу” 
д СА 0% 


=0, 


aTh оу e a 
=0:d194-3-2d3* dy+3-0-dz-dy?+0-dy9=6 da? dy. 


аз 
1218. u 


41+30%y +30 — уз. Hallar уу. 
1219. u — zy +sen(=+y). Hallar Zt, 


1220. u=Intg(=+y). Hallar 


Ew 
1221. ¿=arctg EL. Hallar E. 
1222, 22213 аф Hallar > 


1223. u=zsen ay + ycoszy. Hallar Le. 


1224. u=sen (z+cosy). Hallar 
1225. ,51n (22-+ y2). Hallar d?z. 
1226. z= cos(z+y). Hallar diz. 

1227. = соз(ал-- е). Hallar ¿Ez 


Izt —8гу% du 
1228, u= EEF, Hallar La. 
д: 


0%: 
1229. z= 219. Comprobar que 7,7 = сууду. 


1230. ¿==2*+y!—2y—224y+7. Hallar dez. 

1231. Mostrar que la función 2=q (2) g (y) satisface la ecua- 
ión 2 и 
Qe дх ду TNT 

1232. Mostrar que la función z= к (z) + yg” (2) satisface la ecua- 


Pu 
2119у` 


ар 92 _ 0 ЕД 
ción к= дт ду * 


1232. 1) Comprobar, que la función и. ye“, satisface la 
ecuació А 


аг ET F: 


2) Comprobar, que la función u=-=e T satisfaco la ecua- 


yi: 


ðu p Pu 
ción Lema He, 


3) Hallar d'u, si u = 
4) Hallar d'u, si In (z + y). 
5) Hallar d'u, s ду. 


6) Hallar d'u, si u=2. 
7) Hallar d'u, si u = z In y. 
8) Hallar du, si u = е9. 


еч. 


4. Derivación de funciones com e Sean : = / (2, y) dondez = 0 (0, 
у= y (0 y las funciones f (2, у), Ф (0). y (0) son derivables. 

Entonces la derivada de la е0, п compuesta : = = /1Ф(@), y (01 se cal- 
cula por la fórmula 


de z у ôr de 


зг а ауа" 
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Si z = f (z, y), donde y = Ф (z), entonces la derivada total de 2 respecto 
a т se determina por la fórmula 


дз od 
dr дт ' ду ағ * 
Pero si z = f (z, y), donde z = Ф (E, n), y = y (E, n), entonces las deri- 
vadas parciales зе expresan del modo siguient 
C уд д , s _ ô: д: д ду 
ёт a ар ' m дд ду дп“ 


1233. з =е”+, donde z=acost, y=asent. Hallar $. 


Resolución. Tenemos 

Ae DE ¿EDO Y A аяз, у 

CON DC Dd 27 (— а sen 1) 4 e’ tY? .2y (a cos t) = 
=2e HP (y cos t—z sen 1). 


Expresando z e y por t, obtendremos 


ЧЇ = ae"? (a son tcos t—a cos tsen )=0. 


1234. 2=In(*—y), donde у= е". Hallar Z, $, 


Resolución, Tenemos 2% 
total, encontramos 


ав бкр бв буо TES 
de ör ду йт A ZA хїу# 


+ Utilizando la fórmula de derivada 


1235. ¿== In +, dondo u=tg*z, v=cig*z. Hallar £. 
1236. 2—57, donde у= 325-1. Hallar F, 
1237. 2—22, donde y=cosz. Hallar LE y JE. 


«VE de 
1298. z= In E) donde y=zcosa. Hallar $. 
1239. := 220, donde 2= т, y=E—n. Hallar E, SE. 


$ 
ШП 


д д! 
Hallar E > 


1240. u= ln (224 y?) donde z=Ẹn, у= 
1241. Mostrar que la función u=In(t/r), donde r= 
= («= аў FUD", satisfaco la ecuación 252-050. 


5. Derivada en el sentido dado. Gradiente de una función. So Пата 
derivada de una función z = f (z, y) en un punto M (z, y) en el sentido del vector 


1= MM, al límite 

Za lim 

ЭГ умму 0 
donde р = V i F A. 


lim 42, 
р-0 р 
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Si la función f (z, y) es derivable, entonces la derivada en el sentido dado 
se calcula por la fórmula 


а: аа. 
ФГ дг 


donde œ ез el ángulo formado 
En el caso de una función 


cos аза, 


el vector І con el eje Oz. 

res variables и = / (т, y, 2) la derivada en 
el sentido dado se determina de un modo análogo. La fórmula respectiva tiene 
el aspecto 


ди _ ди ди ди 
aage < «р, сов В-ар созу, 


donde соз «, cos В, соз y son los cosenos directores del vector I. 

Se denomina gradiente de una función z = f (=, y) en un punto М (z; y) 
al vector que sale del punto M y sus coordenadas son las derivadas parciales 
de la función 2: 

0,02 
gad а 1. 


El gradiente de una función y la derivada en el sentido del vector І se hallan 
rolacionados por la fórmula 


д: 
рече grad z. 


El gradiente indica el sentido del crecimiento más rápido de una función 
en el punto dado. La derivada Ge el sentido del gradiente tiene el valor 
máximo igual a 


IA AA 


En el caso de una función и = f (z, y, 2) el gradiente de la función es igual a 


ди ди ди 
grod u= р Hae ОЕ К. 


1242, Hallar la derivada de la función 2 = 22 — y? en el punto 
М (1; 1) on el sentido del vector 1 que forma un ángulo а = 60° 
con el sentido positivo del eje Oz. 


Resolución. Hallamos los valores de las derivadas parciales en el punto М: 


Boan gina (Bera (Ep) 


ar 
Сото сов a = cos 60° = 1/2, sena = sen 60° = 1/3/72, entonces 

УЗ 
-45 


ЕЗ 
ôl 


1-V3=—0,7. 


1243. Hallar la derivada de la función и = 2422? en el punto 
M (3; 2; 1) en el sentido del vector MN, donde N (5; 4; 2). 


Resolución. Hallamos el vector MN y sus cosenos directores: ММ: 
=(5—3)1+04 


соза 


)34-02—1) к= 214-2); 
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Caleulamos los valores de las derivadas parciales en el punto M: 


ә ди ди 
9ш эз, Ži Bryt; 
дг Ж 2 ж е 
ou ди du 
Si Ыр; 5 
ar e (F) 


Por consiguiente, 
ди 
гл 


1244. Hallar la derivada de la función z = In (2° + y?) en el 


punto M (3; 4) en el sentido del gradiente de la función z, 


Resolución. Aqui el vector I coincide con el gradiente de la función z = 
= In (2 + 42) en el punto M (3; 4) y es igual a 
x 2r 2y к 
and (e) lr) ds 
Por lo tanto, 


8 
254 


tea Y) (5) + 


1245. Hallar el valor y el sentido del gradiente de la función 
u = tgx — z + 3sen y — sen? у +2 +etgz en el punto 
M (л/4; 1/3; 1/2). 


Resolución. Hallamos las derivadas parciales 


ди ди ди 
CA —3 sent y сов y, S: 
Si secta — 1, G= 3 cos y—3 sen? y cos Y, -Gy 


y caleulamos sus valores en ol punto Af (1/4; 2/3; 2/2): 


(а), + EY 


Por consiguiente, 


гай ular= V EF 0P = V 73/8; 
=з 1 

VES VB" Va" 

1246. Hallar la derivada de la función z = z? — xy + y? en el 
punto M (1; 1) en el sentido del vector 1 = 6i + 8}. 

- 1247. Hallar la derivada de la función и = агезеп (z/V 2 + y?) 
en їй punto М (1; 1; 1) en el sentido del vector MN, donde 
N (3; 2; 3). 

1248. Hallar la derivada de'la función и = In (22 + y? + 22) 
en el punto М (1; 2; 1) en el sentido del vector r = 21 + 4j + 4k. 
1249. Hallar el valor y el sentido del gradiente de la función 
u = ilr, donde r= V2 у F7, еп el punto М (zo, Yo, 20). 


(grad u= iE 


cos P=sen a= 


cosa= 
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1250. Hallar el valor y el sentido del gradiente de la función 
и = zyz en el punto M (2; 1; 1). 

1251. Hallar la derivada de la función u = x/2 + y/3 + 2/6 
en el sentido 1 = 6i + 3} — 6k en un punto arbitrario. 


6, Derivación de las funciones implícitas. La derivada de una función 
implícita y = y (z) definida con ayuda de la ecuación F (т, y) = 0, donde 
de A y) a una función derivable de las variables z e y, puede calcularse рог 
la fórmula 


ôF 


a condición de que 22 0, 


Las derivadas de orden superior de una función implíci 
рог la derivación sucesiva de la fórmula indicada, consid 
y como función de т. 

Análogamente, las derivadas parciales de una función implícita de dos 
variables === q (z, y) definida con ayuda de la ecuación Р(х, y, з) = 0, 
donde F (z, y, з) es una función derivable de las variables z, у, z, pueden cal- 
cularse por las fórmulas 


se pueden hallar 
do en este caso 


дЕ ôF 


дг кл 


a condición de que 22 0. 
1252. cos (т + y) + y = 0. Hallar y. 


Resolución. Aquí F (x, y) =cos(z4-4)-+y. Hallamos ze = —son (2-4), 
дЕ М 
тор en (ema 1. Por lo tanto, 
, — еп (11 зеп (+ y) 
d =en) воп (а) " 


1253. y —sen у = z. Hallar у e y”. 


Resolución. Aquí Е (х, y)=y—seny—z. Tenemos 9 pa Ж 


cos у= 2 seni de donde 


Hallamos la derivada segunda: 


i y A TP КЕТҮ 
y 2 coseo $ ( —cosec Зо) q Y coec усов 3, 


ә: 
1254. :5—3гус=а3. Hallar 92 у $E, 


1608 243 


Resolución. Aqui F (z, y, 2 3ryz—a?. Encontramos 2E 31, 


т E 3ry. Entonces 
> 
ay Зу + 


1255. zyz = z + y + z. Hallar da. 
Resolución. Como es sabido, d= dat E dy, por eso hallamos pri- 


à 
meramente — 
dz 


Por consiguiente, 


d= — 


TWD dat (010 duh. 


a? + y? + In (a? + y?) = a. Hallar y”. 

57. (ylz) + sen (ylz) = a. Hallar y”. 

(ту — a)? + (ту — B} = r°. Hallar y”, y”. 

2 4-24 — 22у V 2xy+1=0. Hallar y”. 

ìn tg (y/x) — йт = a. Hallar y. 

1 (+y? — Бађ2 = а? (224-42). Hallar y” en el punto M (b; b). 
3 sen (V 7/y) —2 cos (V 2/y) +-1=0. Hallar y”. 

. 0,5 In (22 + y?) — arctg (y/x) = 0. Hallar y”. 

ad — 2:209 4 Y — 24 2 4-2 == 0. Hallar y”. 

z- у — e = 0. Hallar y”, y”. 
:+0+ Hallar 


E 
ôr? ду 
дэ 094-22 —3ryz=0. Hallar + 
„ z=z1n (z/y). Hallar dz. 
zseny+ysenz-+zsenz=a. Hallar 
zy + zz + yz = 1. Hallar dz. 


zet y+ zea. Hallar Z. 


з 
ay’ 


y 


1272. ¿=x2-+arctg Hallar =, 


$ 3. Plano tangente y normal 
a una superficie 
Se llama plano tangente a una superficie en un punto M al plano que con- 
tiene todas las tangentes a las curvas trazadas sobre la superficie por el punto М. 


Se denomina normal a una superficie а la recta que pasa рог un punto M 
y ез perpendicular al plano tangente. 
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Si una superficie está definida por la ecuación F (z, y, 2) = 0, entonces 
ja souación del plano tangente en un punto M (za; yoi 24) de la superficie tiens 
а forma 


(LE) ео (5) оо (35) y еә 
donde a O o (2), son los valores de las derivadas 


parciales en el punto M y =, y, z, las coordenadas] corrientes del punto del 
plano tangente. 

Las ecuaciones de una normal a una superficie en un punto M se escriben 
de la forma 


Yo EN 
57 IF STIFF у 
(>) (ты 
Aquí x, у, 2, son las coordenadas corrientes del punto de la normal. 
Pero si la ecuación de una superficie está definida de un modo explícito 


z = f (z, y), entonces la ecuación del plano tangente en un punto M (ту; уо; 20) 
se escribe de la forma 


($), 0 +( 


ох 


dz 
dla 
y las ecuaciones de la normal se escriben de la forma 


a „— н), 


2—25 и 5% 26 


(а). (e 
1273. Se da la superficie z = 22 — 22у + y? — z + 2y. Escri- 


bir la ecuación del plano tangente y las ecnaciones de la normal a la 
superficie en el punto M (f; 1; 1). 


Resolución. Hallamos las derivadas раг 
== 22204-2 y sus valores en el punto М (1; 


ir (a 
La ecuación del plano tangente es la siguiente: 
— (z — 1) + 2 (y — 1), o bien, х — 2y + 2 = 0. 
La ecuación de la normal es la siguiente: 
(œ — 0-4) = (у — 1/2 = (z — 1)/(—4). 
1274. Trazar a la superficie z? + 2y? + 322 = 11 planos tan- 
gentes que sean paralelos al plano z+ у 2 = 1. 


Resolución. Aquí F (z, y, z) = 23 4 2y? + 322 — 11. Hallamos las deri- 
vadas parciales: 


2—1 


aF 
от 


ГД 


бп de paralelismo del plano tangente y del 
resulta que (3F/ðx)/4 = (9F/0y)/1 = (0F/02)/1, о bien (22)/1 = (4y) 
Uniendo a estas ecuaciones la ecuación de la superficie 2? + 2y’ 


encontramos las coordenadas de los puntos de tangencia: M, (б: үй: 
—y 8/3). 
ecuaciones de los planos tangentes tienen la forma 


Vi!) 


Por consiguiente, Jas 


rt VB) 672) 1 + 8/3) 0, 


о sea, 


ayy Иб 


MY 


y oriy4z ». 


Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la normal 


сіе z = 1 + 22 + y? en el punto M (1; 1; 3). 
Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la normal 
a la superficie у — = A еп el punto M (2: 2; 3). 


1277. ПаПаг las ecuaciones del plano tangente y de la normal 
а la superficie z y) en el o M (1; 0; 0). 

1278. Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la normal a 
la superficie z = sen х cos y en el punto M (1/4; л/4; 1/2). 

1279. Escribir las ecuaciones de los planos tangentes а la super- 
32 = 21 que sean paralelos al plano r ~ 4y + 


1280. Demostrar que los planos tangentes a la superficie }/ т + 
+ Vy + VZ = Иа (а > 0) truncan sobre los ejes de coordenadas 
los segmentos cuya sima es constante. 

1281. ¿En qué punto del elipsoide 224 + y?/4 + 22 — 1 la nor- 
mal trazada a éste forma ángulos iguales con los ejes de las coorde- 
nadas? 

А ч _ созт cos $ 

1282. Demostrar que == — £ ТЫЙУ RS] 
cos В y cos y son los cosenos directores de la normal а la super- 
ficie z= f(x, y). 


a Si созш, 


$ 4. Extremo de una función de dos variables 
independientes 


1. Extremo de una función. Una función z = f (z, y) Пепе un máximo 
(minimo) en un punto Mo (za; Yo) si el valor de la función en esto punto es mayor 
(menor) que su valor en un otro punto cualquiera М (z, y) de cierto entorno 

lel punto Mo, о sea, f (zo, уо) > Fe y) [respectivamente f "Я? и) < / (х, mi 
jara todos los puntos M (=, у) que satisfacen la condición | MoM | < 8, donde 
es un número positivo suficientemente pequeño. 

El máximo o el mínimo de una función se Пата extremo de la misma. El 
punto М, en el que la función presenta un extremo se denomina punto extremo. 

Si una función derivable з = (z, y) alcanza un extremo en el punto Ma (те, Yo), 
entonces sus derivadas parciales de primer orden en este punto son Iguales а cero, 
о soa, 


Of (To. ш) „. HU e а) у 
дг oy 


(condiciones necesarias del extremo). 
Los puntos en los que las derivadas parciales son iguales a cero se Патап 
puntos estacionarios. No todo un punto estacionario es un punto extremo. 
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Sea Mo (ты: Yo) un punto estacionario de la función z 
mos, 


f (æ, y). Designa- 


Pl (20, Yo) — Pl ч. Yo) = Pito, Yo) 
de ан 6 В адр © ду? 

y escribimos el discriminante А = АС — B?. Entonces: 

si А > 0, la función tiene en el punto My un eztremo, a saber, un mázimo 
cuando A << Ò (o bien C < 0) y un mínimo cuando A > 0 (o Меп С > 0); 

si А < O, en el punto My no hay extremo (condiciones suficientes de presencia 
o ausencia de un extremo); 

si A = 0, se requiere una investigación ulterior (caso dudoso). 


1283. Hallar el extremo de la función 2 = 22 + zy + y — 
— Зе — бу. 


Resolución. Detorminamos las derivadas parciales de primer orden: 


Utilizando las condiciones necesarias de un extremo, encontramos los pun- 
tos estacionarios; 


{ 2+ y—3=0, 
2246 


de donde z = 0, y = 3; M (0; 3), 


Hallamos los valores de las derivadas parciales de segundo orden en el 
punto M 

"E. e 

> шу Troy 


y escribimos el discriminante 
һ=АС—В=?.2—1=3>0; A>0. 


Por consiguiente, en el punto M (0; 3) la función dada presenta un mínimo, 
Et valor de la función en este punto ¿min = —9- 


1284. Hallar el extremo de la función 
1 


ayi (47— 


ТЕА 
o (+++). 
Resolución. Encontramos las derivadas parcíales de primer orden: 


дз 1 


зт ә UNE SP: 
da E A Г 


ду ‚ыа: эзме жы 


nes necesarias de un extremo, hallamos los 


Valiéndonos de las con 
puntos estacionarios: 


874 1188, 
Oy 141. 


De aquí z = 24, y 20; el punto estacionario es M (21, 20). 
[allamos los valores do las segundas derivadas en el punto M: 
эӊ 2 оч 1 atz 1 


оу Tt бү n: 
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Entonces 
A=AC— 


2 1 1 1 4 
(—з)(—)—(—1+) =>" 

Сото A < 0, entonces en el punto Af (21, 20) la función tiene un máximo: 
атах = 282. 

Hallar los extremos de las funcione: 

1285. z 1286. 2 = 22 + y? — 15zy. 

1287. z 1288. z = (22 + у?) (e+ — 1) 


2. Extremo condicionado, Valores máximo y mínimo de una función en el 
dominio cerrado. Se llama extremo condicionado de una función z= f (z, y) 
al extremo do esta función alcanzado a condición de que las variables z e y 
se hallen vinculadas por la ecuación Ф (z, y) = 0 (ecuación de vinculación). 

La determinación del extremo condicionado puede reducirse a la investi- 
gación para determinar el extremo corriente de la llamada función de Lagrange 


u= f (а, y) + Ae ( у), 


donde 4 ез un multiplicador constante indefinido. 
Ja ros Condiciones necesarias del extremo de una función de Lagrange tienen 
la forma 


ПЕД 

А Partir de este sistema de tres ecuaciones se put 
nyy А 

Para hallar los valores máximo y mínimo de la función en un dom 
rrado es necesario: 

1) determinar los puntos estacionarios alojados en el dominio dado y cal- 
cular los valores de la función en estos puntos; 

2) determinar los valores máximo y mínimo de la función en las líneas 
que constituyen la frontera del domi: 

3) entre todos los valores hallados escoger el máximo y el mínimo. 


1290. Hallar el extremo de la función 2 = ту a condición de que 
ж e y se hallan vinculados por la ecuación 2x + 3y — 5 = 0. 

Resolución. Examinemos la función de Lagrange и = zy + А (2х + Зу — 5). 
Tenemos Së = y + 2A, z = z + 3A. A partir del sistema de ecuaciones (con- 
diciones necesarias del extremo) 


en hallar Jas incógnitas 


ce- 


determinamos que % = —5/12, z = 5/4, y = Хо es difícil ver que en el 
punto (5/4; 5/6) la función z= zy alcanza el valor máximo zmax = 25/24. 


1291. Entre todos Jos triángulos rectángulos, con un área dada S, 
hallar aquel cuya hipotenusa tenga el valor mínimo. 
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Resulución. Sean z e y los catetos de un triángulo у z su hipotenusa. Puesto 

e 22 = 22 + y?, el problema se reduce a la determinación del valor mínimo 

|е Ја función 28-1 у? a condición de que z е y se hallan vinculados por la ecua- 

ción 20/2 = S, o sea zy — 25 = 0. Examinamos la función и = 2? + y* + 
+ À (zy — 28) y hallamos sus derivadas parciales 


үз 
dx 


22у, 
Сото z> 0, y>0, entonces, а partir del sistema de ecuaciones 


224+2y=0, 
2y+hz- 
zyl; 


obtenemos la solución А = —2, z = y = y Z5. 
Do este modo, la hipotenusa tiene el valor mínimo si los catetos del trián- 


gulo son iguales entre sí. 

1292. Hallar los valores mínimo y máximo de la función 2 = 
= 22 + y? on el círculo (z — V 3)? + (y — V 2? < 9. 

Resolución. Aquí se examina el campo D limitado por la circunferencia 
к= ҮЗ + (y — V Ā’=9 incluyendo también los puntos de la circunferen- 


Hallamos los puntos estacionarios de la función dada; tenemos A = 2r, 


92 = 2y; en virtud de las condiciones necesari 
z= 0, у = 0. 
No es difícil vor que en el punto ( 


del extremo encontramos que 


) la función z = x? + y? tiene el valor 
do es un punto interior del campo D. 


=a} Hale VE 4 0 ИЭ 
НаПатоз las derivadas parciales 


2 z à å 
aaa a AN A 206200003. 


Para determinar z, y, à obtenemos el sistema de ecuaciones 


#+%@—/З=о, 
z4- V=, 
EV + (—V 2 
Este sistema tiene dos soluciones: z = y = 5 y 7/2, à = —5/3 y 1 = 25; 
= — y 72, = —1/3 y z= 1. Pues Меп, la función tiene el valor 
máximo en el punto (5 Y/ 2/: 2/2). 
De suerte que Eva 0°, ya 25. 
1293. Hallar el extremo de la función z = 2° + y? si x e y están 
acoplados рог la ecuación 2/4 + y/3 = 1. 
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1294. Hallar los valores mí 
= 1 — zy + y? — Ат en un domin! 
2=0,y=0, 224 3у — 12 = 0. 
1295. Hallar los valores mínimo y máximo de la función z = 
у + ж + y en un cuadrado limitado por las rectas z = 1, = 


o y máximo de la función z = 
cerrado limitado por las rectas 


„у = 3. 

1296. Hallar los valores mínimo y máximo de la función 2 = ту 
en el círculo 724 y? < 1. 

1297. Hallar los valores mínimo y máximo de la función z = 

2 + 3y? + т — y en un triángulo limitado por las rectas z = 1, 
ll ary=1l. 

1298, Hallar los valores mínimo y máximo de la función 2 = 
= 1 — a? — y? en el círculo (z — 1)? + (y — 1)# < 1. 

1299. Hallar los valores mínimo y máximo de la función z = 
= sen т + sen y + sen (т + y) en el сатро 0<2<a/2, 0< 
SyS w2. 

1300. Hallar los valores mínimo y máximo de la función z = 
= sen т + sen y -+ cos (т + y) еп el campo 0< х < 3л/2, 0 < 
< y < 3л/2. 

1301. Hallar los valores mínimo y máximo de la función 2 = 

= cos г cos y cos (т + y) en el campo 0 < т< x, 0 < у < л. 

1302. Entro todos los triángulos inscritos en un círculo hallar 
aquel cuya área sea máxima. 

1303. Entre todos los triángulos que tienen el perímetro dado 
hallar aquel cuya área sea máxima. 

1304. Entre todos los rectángulos, con el área dada S, hallar 
amey cuyo perímetro tenga el valor mínimo. 

. Hallar las dimensiones de un paralelepípedo rectangular 
аа tenga, рага la superficie total dada S, el volumen máximo. 


Capítulo ІХ. Integral 
indefinida 


$ 1. Integración inmediata. 
Cambio de la variable e integración 
por partes 


1. Integración inmediata. Una función F (z) se Mama primitiva para la 
función / (2) si F’ (x) = f (x) o dF (z) = f (2) dr. 

Si 1а función у 2) Пепе una р га F (2), ella tiene un conjunto infinito 
de primitivas, соп ello todas las primitivas se contienen en la expresión Р (т) + 
+C, donde C es una constante. 

Зе denomina integral indefinida de la función f (x) (o de la expresión / (1) dz) 
al conjunto de todas sus primitivas. La anotación es la siguien 


[оао с. 


Aquí | es el signo de la integral; / (z), la función integrando; / (т) de, la expre- 


integrando; z, la variable do integración. 
La determinación de la integral indefinida ha recibido el nombre de integra- 
ción de una función. 


Propiedades de una integral indefinida 
(reglas de integración) 


1. (f rear) =н. 

>. a (лоза) дае. 

ga f ағ (у= Рус. 

an, ї al (=)dx=a į 100) dz, donde a es una constante. 


СА f иһ (8) E fa (2) dr Їлое+ ї 0а. 


ї 1dr РС y u—=q(), entonces È f ()du = F 4C. 
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Tabla de integrales inmediatas 


3 [а=ғ+с. у. а 
п. j mdr= a +C para mak —1. IX. { coszazr= sen z-+¢. 
ш. [Ein 11-с. х. фазлаш +С. 
de _ А N РЕ 
w. ї Тг асв ас. хі. $ ое ша 
= —otgz=C. 
v. | хи. | shzdr=chz+c. 


хш. | хагас. 


7 


ху. $ > 
1306. Hallar la integral | (022—522 72 — 3) dz. 
Resolución. Utilizando las propiedades 49 y 5%, obtonomos 
A zdz —3 | az. 


Aplicamos 1а fórmula 11 a las primoras tres integrales del segundo miembro 
y la тоат a la cuarta integral: 


xiv. {атс 
de 


-othz4C, 


| enst 42. 


1307. Hallar la integral | (Vz 


Resolución. Tenemos 
| (Va) а= | (e tr) d= 


=j (z+ 221/94 27293) dz = ї 24:+2 ї at dz-+ { rd 


= +2 AA A Л v 
шшк ici Жы! Жалак: E алад 


1308. Hallar la integral $ 25.39.59 dz. 


Resolución. Tenemos 


= =Í 5 mE, 
| эх.з® == | (2-32.59)% dz = Е T 


La propiedad 6а permite ampliar considerablemente la tabla de integrales 
inmediatas con ayuda de un procedimiento consistente en colocar la función 
bajo ól signo de diferencial. 
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1309. Hallar la integral (1429) “%z dz. 


Resolución. Esta integral puede reducirse a la fórmula I, transformándo 
la integral de modo siguiente: 


f зау ғат + { аала (22). 


Ahora en calidad de variable de integración tenemos la expresión 1 -+ z% 
Yeon respecto a esta variable se obtiene la integral de una función potencial. 
ог consiguiente, 


1 | (143%)1/2.22 dz 


П 


4 
O e, 


f (14291 zdz 


1310. Hallar la integral | (+*—32+1)%-(22—3) dz. 


Resolución. Aquí, procediendo al igual que en el ejercicio precedente, tene- 
mos 
1 


| e—a a etar (ar 104C. 


T 


1311. Hallar la integral | ni. 


Resolución. La expresión я se puede escribir como d (In 1), por eso 


| ТЕ (ntc. 


1312. Hallar la integral | e*cosxsen z dz. 
Resolución. La integral da 


ї «3998 х son уду 


puedo representarse así: 


+5 3 сов ж, 
з)“ Звеп zdz, 


pero 3 зеп z dx = —d (3 соз z) у por eso 
ї e? 00st .son rdr= + [епска (3 cos 2), 


o sea, la variable de integración ез 3 соз т. Por lo tanto, la integral se toma рог 
la fórmula VI: 


1] аза р есес, 


1313. Hallar la integral | (2sen 24-3 созз) dz. 


Resolución. Encontramos ы 
(2 зеп 2-3 соз г) 422 | senzdr+3 f coszdz= —2cosz4+-3sen С 
(véanse las fórmulas VIII y IX). 
1314. Hallar la integral \ (tgz+ctg2)tdz. 
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Resolución. Tenemos 


{ е2 сш 2202 fi (ай? z+ 2etgz-tg z+ ctg? z) dr 


=f (gt r-H сца з) ае f баз) dry Fi авт з) ае 


= | ела 1) cosect z dz=tgr—ctg z+C 


(véanse las fórmulas X y XD. 
Hallar las integrales: 


* = de 2-V1 
1315. |z Vzdz. 1316. s 1317. ¡E 


1318. | 
3 Y Ө + = 1 2 

1321. | (sh x— sen z) dz. 1322. | (02-7) ағ. 
1323. je ш24-3 сід 2) х. 1324. ў z cos (x?) dx. 


dz. 1319. | e.35dz. 1320. {азл dz. 


1325. | FG 1326. | (arr+0)%-zde. 
1327. f Y sonzcosadz. 1328. | sen(a+ bx) dz. 


1329, j cos (sen д). сох dz. 


2. Cambio de la variable en una integral indefinida, £l cambio de la varta- 
ble en una integral indefinida se efectúa con ayuda de sustituctones de dos чро 

0 z = «р (0), donde q (t) es una función monótona continuamente des 
vable de una variable nueva £. La fórmula de cambio de la variable es en esto 
caso la siguiente: 


f reog was 
ble 


(ша: 


2) u = эр (т), donde и es una 
mula de cambia de la variable es 


aver ma $ уш. 
sE 
1330. Hallar la integral |] хепи = de, 


ya 


jueva. Con tal sustitución la fór- 
nte: 


Resolución. Efectuamos la sustitución £: = /z, o sea z= (3. Esta susti- 
tución llevará a que bajo el signo de seno resulte la variable de integración en 
vez de la raíz de la misma. Dotorminomos la diferencial de = 3 dt. Do ello 
obtenemos 


= a 
| FERM ш—з | sen tdt= —3cost40. 
ya т 


La respuesta debe expresarse por la vieja 
resultado de integración t= үт, obtenemos 


able z. Sustituyendo como 


H 
JE scos yac. 
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1331. Hallar la integral | (2+1)%0z. 


Resolución. Esta integral se puede hallar sin efectuar el cambio de la va- 
riable. Aquí basta desarrollar la expresión (2z -- 19% por Ja fórmula del binomio 
de Newton y aplicar la integración término a término. este 
dimiento está vinculado con gran cantidad de cálculos. ба тре р 
la variable se puede reducir directamente 1. legral dada a una inmediata, 

Suponiendo 2z + 1 = t, tenemos 2dz = dt, o sea, dz = (1/2) dt. De aquí 
obtenemos 


ї (224 1)0 dr= 


i 


[ra o eye 


En general, si la integral j į (z) dz se halla tabulada (como inmediata) 


entonces la integral | /(az-}-b) dz se puede determinar fácilmente con ayuda 
de la sustitución az- b= t. 

Por ejemplo, aplicando esta su 
tenemos az-+b=t, adz=dt y dr=(1/a) dt. Рог consiguiente, 


| sen (azb) dze | sen LL = f ntar -=L cos t үс. 


ución a la integral f sen (az + b) dz, 


Retornando a la vieja variable, obtenemos 
$ son(ar-+b) deL cos (ar-+0) 46. 
Anólogamente se puede demostrar que 
$ cos (azb) de «sentar ус, \ ЕЕЕ +С, 
ete. 
Al determinar la integral | # (ат + 


де la misma sustitución ах -}- Ё == 4. Aquí basta tomar en consideración que 
de = ziat b). De este modo, 


b) dz se puede omitir la anotación 


$ Har+bar=L F (аз) С, 


donde F es la primitiva рага f. 
1332, Hallar la integral | у F5 dz. 


Resolución. Hacemos У 277 5. 
miembros de la igualdad: 3z? dz 
consiguiente, 


entonces 23 ~i- 5 = 2, Derivamos ambos 
21 dt. De aquí 22 2::-:(2/3) tdt y, por 


| a уа { Уа | vta ї nd= 


(Ис (5 V FTC. 
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La integral dada puede determinarse también con ayuda de la sustitución 
+5= 


Esta sustitución reduce directamente la integral a la forma inmediata, 
puesto que el primer factor de la expresión integrando z? se distingue de la 
derivada de la expresión radicando 2° + 5 sólo por el factor constante 1/3, o sea, 
а? = (1/3) (25 + 5V. 


En general, si una función integrando es el producto de dos factores uno 
de los cuales depende de cierta función y (z) y el otro es la derivada de y (= 
(con precisión hasta el factor constante), entonces es conveniente efectuar el 
cambio de la variable por la fórmula y (z) = t. 


1333. Hallar la integral | MZE gz, 


Resolución. Escribamos la integral dada en la forma ї (Qin z +99 Lar, 


2 In z + З өз igual а 2/7 y el segundo factor 
ble sino que por el coeficiente constante 2, 


Como la derivada de la expresi 
4/x no se distingue de esta y 


hace falta efectuar la sustitución 2 ln z + 3 = t. Entonces 2.2 = dl, = 


Lat Por consiguiente, 


fems 


ne. 


1334. Hallar la integral | LC az. 


ЦЕП 
Resolución. Efectuemos la sustitución / (z) = t. Entonces /' (z) de = dt y 
PO, pa E Ў 
{ HO) а= | Lain сла 9+. 


Por ejemplo, 

2rdz 

444-1 

Aquí no escribimos el signo de módulo, ya que 2? 4- 1 > 0. 
1335. Hallar la integral | LG 


= ано. 


Resolución. Hacemos f (2) =. Entonces f’ (z) dr=dt y 
PC а A A! 
УТЕ] a=] Y fe n а 2V140=2V (т-+сС. 
Notemos que la integral dada se podría hallar con ayuda de la sustitución 
VIO =+ е 
1336. Hallar la integral | zp si 290. 


Resolución. Para reducir la integral a una inmediata (véase la fórmula ТУ) 
dividimos el numerador y el denominador de la expresión integrando por 


j de ( _(dz)/a? if d(z/a) 


ziat J FE a 


= EE * 
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Hemos colocado el factor constante 1/a bajo el signo de diferencial. Exami- 
nando ѓа como nueva variable, obtendremos 
E-a 
Garg 
Habriamos legado al mismo resultado también con ayuda de-la sustitución 
z= at. 


1 z 
= arce +c. 


4, ( у dz ч 
1337. Hallar la integral | -ү = A >. 
Resolución. Dividiendo el numerador y el denominador por а, obtenemos 


{ аа ( ETA =$ d (zla) 
Va s Vi (alaf У (27а): ` 


Tomando а/а como nueva variable, obtenemos 


j yim arcsen 2-С. 


Completemos ahora la tabla de integrales inmediatas con las fórmulas si- 
guientes: 


ху. (LE асау 


хуп. { а 
j ута 
хуш. $ HE rota E +С. 

мх. f С 

хх. j 

хх. | 

хх. j 
xxm. Sm (а) | seerti с. 


xxiv. ї tgrdzr= —1In [соз 21-4 


XXV. $ cigzdz=1n [sen т|-} С. 


Las fórmulas I—XXV hay que aprenderlas de memoria, ya que la mayoría 
de las integrales que se utilizan en la práctica se reducen a las mismas. 


1338. Hallar la integral | E: 


Resolución. Efectuamos la sustitución Y Z7 
z= (84 0)/2 y dr ей. De suerte que 


| 
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j 


tdt 


Aplicando la fórmula XVIII, obtenemos 


ый t Бе: : yz 
$ VE = фак +0 --агеш Y 
sen 2z dz 


1339. Hallar la intogral lye 


Resolución. Efectuamos la sustitución{cos? z= t; entonces —2 cos z sen z X 


Xz dz = dt, о sea, sen 2z dz = —dt. 'Abora кин» 
зеш}? 
dr= = –а =+с= 
уте нуре 
= —arcsen LFZ с 


(hemos utilizado la fórmula XX). 
1340. Hallar la integral | (2sen F+3)*cos F dz. 


Resolución. Aplicamos la sustitución 2 зеп (2/2) + 3 = t; entonces 
сов (2/2) dz = dt y 


ў (2500 +з) 66) naet nc + (2500740 з)" +c. 


1341. Hallar la integral | m 


Resolución. Aplicamos la sustitución z5 = t; entonces 5x8 dz = dt, гі dz = 
= (1/5) dt y 


{ушет | yems Ve 


(véase la fórmula XX1). De suerte que 
ET 


ПЕ 
1342. Hallar la integral ¡Ak 


Resolución. Transformando el denominador de la fracción, obtenemos 
ж 4 229 + 5 = (z? -L 1)? + 4. Efectuamos la sustitución 29 + 1 = t; enton- 
сев zdz = (1/2) dt. De aquí, 
zdr 
) aF 2 2 в n= 
(véase la fórmula XVIII). De este modo, 
zdz 1 = 
Ено 


1343. Hallar la integral az. 


Resolución. Hacemos ех {, entonces еї dz = (1/2) dt y 


ed dr АЕ 1 1/5 
= =+ ft + "| v5 je 


1 фа 
Forge 


+С. 


(hemos aplicado la fórmula ХІХ). 
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Pues bien 


f ex dz 1 In 
«=—5 740$ 
1344. Hallar la integral | PE. 
Resolución, Efectuando la misma sustitución que en el ejercicio precedente, 
obtenemos 


кя її а. _ 1 t ч, 1 «e. 
1 ее | ИТЕ gys "үр +©= тук o He. 
1345. Hallar la integral {| 22 Yate УЗ qq 
J zany? 


Resolución. Haciendo У = t, z = 1%, dz = 2t dt, obtendremos 
sen V z-+ cos Y. = ( (senticos1)-2t y р sent+cost y 
} Va E а= | rar Y 
E: ШЕ £ 
j ( + жиг) ао | (54) 410] 16 5 +0 


(véanse las fórmulas XXII y XXI). 
Retornando a la vieja variable, obtendremos 


(sen Y 3-4 cos V3) Via үг 

$ en nn az= In (LE+) н LE] +0. 

Hallar las integrales: 
e VET 


1346. ==“ 
1348. | sen(2—32) dz. 1349. ІЕС 


de ць дузд. 
1350. түүт 1351. {те +0” аг. 


1352. | 25, 1353. eE 

5л, [ метш а de 
1354. Га. 1355. eres 
¡a (TFA 


Ува 


1347. і 23 (1215) dz. 


+3) dz. 


1358. | Via" 
1360. [E зеи. a, 1960, | ще 


3. Integración por partes, Se llama integración por partes a la determinación 
de la integral por 1а fórmula 


{амо | vdu, 
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donde и — Ф (x), и =p (2) son funciones de z, continuamente derivables. 


Con ayuda de esta fórmula la obtención de la integral { ч dv se reduce a la deter- 


minación de otra integral | v du; su empleo es racional en los casos en que la 


última integral es más sencilla de la inicial o bien es semejante a ella. 

En esto caso por а so toma tal función que, al derivarla, se simplifica y por 
“до se toma aquella parte de la expresión integrando cuya integral se conoce 
о puede ser hallada. 


Así, por ejemplo, para las integrales del tipo | P (2) eaxdz, ї Р(х 
X sen az de, ў (2) cos az dz, donde Р (т) es el polinomio, como и se debe 


tomar Р (г) y como do las expresiones ox dz, sen az dx, cos ax dx, respecti- 
; para las integrales dol tipo | Р) in z dz, ї P (2) arcsen z de, 


vamen 


Р (х) arccos z dx como u se toman las funciones 10 v, arcsen z, arccos z, 
respectivamente, y como dv se toma la expresión P (z) dz. 
1363. Hallar la integral È In zdz. 


Resolución. Hacemos u = In x, dv = dx; entonces v = z, du = ©, Utili- 


tando la fórmula de integración por partes, obtenemos 


OE оине de 
2 


alnz—x4-C=x(Inx—1)4C, 
1364. Hallar la integral f arctg zdz. 


Resolución. Sea u = arctg z, dv = dz; emonces du = ¡Fe = r, Con 
ayuda de la formula de integración por partes hallamos 


f arotgzdz= zaretga— | оша ас. 


1365. Hallar la integral зеп zdz. 


Resolución. Hacemos и = =, dv = sen z йт; entonces du = dr, v = 
= —cos z. De aquí 


PP A 


las expresiones u y de de otro modo, por ejemplo, 


Si hubiésemos escogis 
habríamos obtenido du = сов = dz, (1/2) 2%, de 


u = sen z, de = г йг, 
donde 


La iz „ә („ы 
еза СЕЕ соз 4:=-р at sen z—- | x2coszdz, 


y habríamos llegado a una integral más compleja que la inicial, уа que el grado 
de la potencia del factor adjunto а la función trigonométrica habría sido elevado 
еп una uni 
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1366. Hallar la integral | edz. 


Resolución, Hacemos и = 2%, dv = ех йт; entonces du = 2z dz, v = ех. 
Aplicamos la fórmula de integración por partes: 


| aes dz=ate 2 | zeraz, 
Hemos logrado la disminución del grado de la potencia de ғ en una unidad. 
Para hallar | тех dz,aplicamos una vez más la integración por partes. Hacemos 
и = z, dv = ех dz; entonces du = dz, u = e y 


| arrastra (se ры f #)= 
= х1®—2лех--дек-„ С = ех (01—022) HC. 


1367. Hallar la integral 1= {езеп zdz. 


Resolución. Sean u = ех, dv = sen х dz; entonces du = ех dz, v = —c08 =. 
Por consiguiente, 


I= —«* cos z + | ex cos z dr. 


Parec га que la integración por partes no ha logrado su objetivo, ya que 
integra) no se ha simplificado, No obstante, probemos integrar, por partes un 
voz más, Haciendo и = e, dv = сова dz, de donde du = e dz, v= sen z, 
obtenemos 


J = —е* cos z + (ех sen х — 1), о sea, 
I = —ех cos z + ех sen z — 1. 


Habiendo efectuado dos veces la operación de integración por partes, hemos 
obtenido otra vez la integral inicial en el segundo miembro. Ahora bien, llegamos 
a la ecuación con la integral desconocida /. Á partir de esta ecuación encontramos 


21 = —е* cos х--е^ зеп т, о sen, I=- enz—cos1)+C. 


En el resultado final hemos añadido la constante arbitraria a la función 
primitiva hallada. 


1368. 1) Hallar la integral } Маа si а20. 


Resolución. Hacemos u= y 37 


v=x. Por consiguiente, 


f VAi ya 
o bien 
ү Vin yá ў VEF dr + ataresen Z, 


De ello obtenemos 


2 | VAR V BZ 


That агезеп E, 
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о sea, 


Ита aV 


2) Hallar la integral | VFF dz. 
4369. Deducir la fórmula recurrente para la integral 


a 
—а+5- arcsen ++е. 


dz 
Resolución, La integral dada se puede transformar así: 


ala 1 f a4 1 de 
=} ға ае | чаг 
РЕ РОЛИНЕ PO zdz 
rf- Саат Сак тз! ағ fe Aa 


Hacemos и= =, dv= w i entonces du=dz, 


Ea 
E 2 2. 2. жы 
02d Гоната rre 
de donde 


1 1 z 1 dz к 
tl pa TR Sa Fa J 
o bien 


1 
DARA 


1 z 1 
heg атау AAA баа) 1 
о sea, 


2л —3 


1 
hemp (аан а 082 [ез 


Haciendo п = 2, obtenemos la exprosión do la integral 7a por medio de 
funciones elementales. Haciendo ahora n = 3, hallamos la integral а (puesto 
que Т, ya so ha encontrado). Do esto modo, so puedo hallar Г, para un 
T positivo enters cualquiora. 


Hallar las integrales: 
1370. | zInzdz. 1374. | arcson zdz. 


1372. | гагц гаг. 1373. | (24-0) е dz. 


1374. | etsenzdz. 1375. | we" dz. 
Indicación: hacer х% ={. 
1376. | (22-22 +3) cos x dx. 


1377. | e*coszdz. 1378. | sen In zdz. 


1379. | sen Vz аг. 
Indicación: hacer т = 1. 
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$ 2. Integración de fracciones racionales 


1. Integración de fracciones elementales. Se llama fracción racional a la 
del tipo Р (2)/0 (z), donde Р (z) y Q (z) son polinomios. Una fracción racional 
se denomina propia si el grado del polinomio Р (z) es inferior al grado dol poli- 
nomio О (=); en el caso contrario la fracción se llama impropia. 
Han recibido el nombre do fracciones elementales las fracciones propias del 
tipo siguiente: 
A 


z=: 


A 


П. ¿Lay + donde m es un número entero mayor que la unidad; 
Az+B P ў 
Ш. orig + “ondo -0-—9<0, о sea, el trinomio de segundo 
grado 2-4 pz-+q no tiene raíces reales; 
i Az+B 


т. 1 de Ы 


apti Vu- 
En efecto, para este caso particular de una fracción elemental del 
tipo} 111 obtenemos 
art pzta (3-0) Ба 0, obion араа аал, 


donde t=2+ $, а 


с-н añ 


1380. Hallar la integral “mz. 
Resolución. Tenemos 
a(z+3) 1 243 


de o dz С = Ё 
(nl ре ча e. 


1381. Hallar la integral = 
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Resolución. Tenemos 


Mostraremos cómo se integran, en forma general, las fracciones elementales 
del tipo 1I. 
Я АВ PE 
Se necesita hallar | аа, 1 <0 
Separamos en el numerador de la fracción la derivada del denominador. Para 
esto гер: emos el numerador en la forma 


А Ap 


Art B= (214 p) 


Entonces 


f Ав aL $ 2-р 
aip prp AFP EG 


En la primera integral el numerador es la derivada del denominador; por eso 


f 2z+p 


ағ = ln (94 pr4 p)4C, 
como z? =- pz -+ q > 0 para un valor cualquiera do z. La segunda integral, 
como ya hemos señalado, se determina por la fórmula 
dz 2 2z+p 
= EE +c. 
Tair er ТШШ. ЖТ ег ША 


Ү Меп, 


AREA Аа 
== + 


1382. Hallar la integral | 3 


Resolución. Tenemos 


а | рта о ае 


E: * е de 
VE 4045 === 


з A 5 z—2 
== In (21—428) +g arctg 4-0. 


1383. Hallar la integral | 5 


Resolución. Tenemos 


1 1 
РУСИНИ: авла „4 4+2 
f 211052405 f 2 +} Ба 


1 
mensa | 


а:— 


=F f PAS pre 


aftr) 
EIA 
pit Ay чш E o 


1 1 
= іа (22942745) ї 


=4 In (292245) — i arctg EL AE РЕН 


1384. Hallar la integral | 226-02. 


Resolución. En esta integral efectuemos previamente el cambio de la varia- 
ble z? = t, entonces 2z dz = dt, z dz = (1/2) dt. Por consiguiente, 


( (222 4- Badr 1 ý (2t+3) de шара 
o | ат Пее 


а фана а 
=} aT “| жег = 


a(t+4) 
AT 


=+ ае "чу arctg: ETE 


Fhe m4 


1 
= In (DA f 


zt 44 
va ГЕ 


ular de la integral de una fracción elemental 


+e. 


arctg 


Examinemos ahora el caso ра 
del tipo 1V. 


Para la lintegral /n= ў гиз" es un número positivo entero) tiene 
Fa 


lugar la siguiente fórmula recurrente: 
OE: EREE ИИҮҮ 


21) ` (1+ ау" 


Esta fórmula permite, después de aplicada (n—1) veces, reducir la 


integral dada Jn а la inmediata ў тот. 
1385. Hallar la integral 1,= | сату 


Resolución. Aquí n = 3. Después de la primera aplicación de la fórmula 
recurrente obtenemos 


1 1 


== = 4 z 
TB P 


та 


3 
К! 


Aplicamos otra vez а la integral = | == la fórmula recurrente 
(aquí hacemos n=2): ` 


h= 


ЖАРА 
1@—1ї) E 


z 1 = 1 
атару) гау er: 


Y bien, 
E 
(+1) 


бй чйр, 
AAA 


Finalmente tenemos 


PE жены 3 3 
| атру аар a Ч С. 


Vamos a mostrar аһог: 


бр forma general, como se integran los {гас 


ciones elementales del tipo 
a 
Se necesita encontrar my E-1<0. 


Separemos on el numerador la derivada del trinomio de segundo grado que 
está, en el denominador: 


A + 
\ Ах +В -[2® +e) А 
(а2+-рг+-9)" (21+ рг +9" A 
Aç 2+ ау r 
ape) a: 


La primera integral del segundo miembro de la igualdad se determina 
оов п ayuda de la sustitución z*-+4pz+-9=1 у la segunda la trans- 
formamos 


A OT 


Haciendo ahora 2---р-== 1, dz=dt y designando 4—®-= 


4 


¡a “| rte 


De este modo, la integración de una fracción elemental del tipo ТУ puedo 
efectuarse con ayuda de la fórmula recurrente 


1386. Hallar la integral | 3 
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Resolución. Tenemos 
3 
4+2 7 @+9+@-3) 
(wr ==} РЕЧНЕ 


di= 


-3 3j af dz 
со d тезә * 


Efectuamos en la primera integral el reemplazo 23+ 2z + 10 = s, 
(z + 2) dz = de y que en la segunda integral hacemos z -+ 1 = t, dz = dt- 


De aqu 
pj тн = 


E 
2 


ЕЗ =: 
Гуе 
3 
2 


| 


2.2—3 at 
-[=t5" y" ту + ; "722—5 Я! Daa] J= 


"a еш 


Retornando a la vieja variable, obtenemos 


{ SES ЖН ОРЕ 3 E ЖЕРНИ 
(TOS HE EFFO 


+i, 3 
o 6 e E e 


+1 1 1+1 
реа + с. 


ЕИ 
18 


Hallar las integrales: 


ч аг dr dz 
1387. | 2. 1388. | ae 1389, | > 


( ade 2—2 
130. [E 1891. | Ear. 


5143 a+ t 
1392. | apraiz. 1393. Í mn 


dí 

1394. | 5 1395. Sa dz. 

2. Integración de fracciones racionales con ayuda del desarrollo en fraccio- 
mes simples. Antes de proceder a la integración de una fracción racional 
PIGO, © es necesario efectuar las transformaciones algebraicas y cálculos 

entes: 

4) si se da una fracción racion 
o sea, representarla en la forma 


Р (2) Pr (z) 
Q (2) em > 


donde М (г) es un polinomio у P, (2)/0 (z), una fracción racional propia; 
2) descomponer el denominador de la fracción en factores lineales y cuadrá- 
ticos: 


1 impropia, separar de ella la parte entera, 


=M (2) + 


Q (2) = (= — а)" ... (22 4 pc 
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p 


donde È — 0 < ©, o sea, el trinomio 22 4 pz + g tiene raices conjugadas 
complejas; 
3) desarrollar la fracción racional propia en fracciones simples: 
Pia) A _ ;_ _ РИ Am 
00) a тайт о ++ Mza + 
Bix+C, В.-С, Bnz+Cn 
7 ка я 
татна дарт сс ре 


р Лол Да 
шша igualdad 

ales potencias 
obtenida y resol- 
ados. Los 
por otro procedimiento, atribuyen- 
icos arbitrarios a la variable r. Е 
cuentemente es útil combinar ambos métodos de cálculo de los coeficientes. 
Como resultado, la integración de una fracción racional se reducirá а la 
determinación de las integrales del polinomio у de las fracciones racionales 
simples 

Caso 1. El denominador tiene sólo raíces reales diferentes o sea, so descom- 
pone en factores de primer grado que no se repiten. 


4) calcular los coefi 


Cp В, 


М z? ar 
1396, Hallar la integral | pa ғ 
Resolución. Como cada uno binomios х — 1, z — 2, x — 4 forma 


propia dada 


parte del denominador en el pri 
jones simples del tipo 1: 


puede representarse como una suma 
224-2716 А 
tohe aje 71 


Eliminando los denominadores, obtendremos 
а? -+ 2r -4-6 = А (z — 2) (e B (z — 1) (0—4) + C (z — 1) (z — 2. 
Por lo tanto, 
234+ lr 6 = А (z? — бе -+ 8) -+ B (02 — 5r +4) + С (а®— 32 +2). 
Agrupamos los términos con exponentes igual 
аа 4 2z 4+6 = (А + B + С) 22 4- (64 — 5B — ЗС) z + (84 + 4B + 2С). 


Comparando los coeficientes de las potencias iguales de >, obtenemos el sistema 
de ecuaciones 


—6A — 5B — 3C 
SA + 4B + 2С 


del cual hallamos A = 3, B = —7, С = 5, 
De suerte que el desarrollo de la fracción ra 
tiene la forma 


( АВАС А 


jal en fracciones «іш ріеѕ 


=p 


4246 POR. _... 

GDC FT 

Las incógnitas A, B, C en el desarrollo pudieron determinarse también 

de otro modo. Después de eliminado el denominador, se puede asignar а z tantos 

valores particulares como incógnitas se contienen on la ecuación, en el caso dado, 
tres valores particulares. 
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Es sobre todo cómodo atribuir а т valores que son las raíces reales del 
denominador. Utilicemos este procedimiento para resolver el problema dado. 
Una vez eliminado el denominador obtenemos la igualdad (a). Las raíces reales 
del denominador son los números 1, 2 y 4. Supongamos que en esta igualdad 
т = 1, entonces 


1424 +6=4 (1-21 481-010 49 60—100 2), 
de donde 9 = ЗА, о sea A = 3. Haciéndo 
В = —T; haciendo т = 4, tenemos 30 
hemos obtenido los mismos valores que con el pri 
de las incógnitas. 

De este modo, 


242540 ы de (а= 
Sa Bay” af кг) 5 


=31n | z—4 |—7 ln | z—2|+51n | 1—4 |+C=ln 


Caso 2. El denominador ti {сез reales, además, algunas de ellas 
son múltiples, o sea, el denomi se descompone en factores de primer grado 
y algunos de ellos ве repiten. 


1397. Hallar la integral Se 


Resolución. Al factor (2— 1)% le corresponde la suma de tres fraccio! 


s 


A В 

simples у рту 

fracción simple 25. Así, 
"+1 A 


0903) eS 
Eliminemos el denominador: 
А +A В (к— DERE 0 (е 


Las raíces realos del denominador son los 
= 1, obtenemos A 1/2. 
—64D, о sea, 

Comparemos ahora los coeficientes adjuntos а la р 
о sea, los de 23. En el primer miembro no hay ningún té 
coeficiente de 29 es igual a 0. En el segundo miembro el coeficiente de тї es 
igual a С + D. De suerte que С +D = 0, de donde С = 5/32. 

Queda por determinar el coeficiente B. Para esto se necesita tener una ecua- 
ción más, Esta ecuación se puedo obtener comparando los coeficientes de poten- 
cias iguales de z (por ejemplo, los de 23) o bien atríbuyendo a z un valor numé- 
rico cualquiera. Es más cómodo tomar un valor tal con el cual sea preciso efectuar 
el menor número posible de cálculos. Haciendo, por ejemplo, + = 0, obtenemos 


meros 1 y 
nando 7 = 


М 3 15,5 3 
1=34—3B+3C—D, о bien, 1=—3B Hb gzs ° ка, В. 
El desarrollo final de la fracción dada en fracciones simples tiene la forma 
nt 1 3 5 5 


{= ЕЗУ a E ra 01) i er 
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De este modo, obtenemos 


EN ti ж 3 (_de de 
al сиу К | тег 
5 (а= 1 3 5 „|г—1 
-E І +5 Y y Tr VE 10] > [+ 


Caso 3. Entre las raíces del denominador las hay complejas simples, o sea, 


la descomposición del denominador contiene multiplicadores cuadráticos que 
no se repiten. 


1398. Hallar la integral ї=&=. 


Resolución. Descomponemos el denominador en factores: 


a$ — a? = z? (2° — 1) = z? (z —1) (14241). 
Entonces 


1 1 A 
BEATA A 
Eliminemos el denominador: 
1= A (z — 1) (1+ z + 0) + Ba (z 0) аа) H 
+ Ca? (zt + z + 1) + (Dz + E) at (z — 1). 
Las raíces reales del denominador son los números 0 y 1. 
Cuando z = 0 tenemos 1 = —А, о sea, A 


Cuando z = 1 tenemos 1 = 3С, o sea, С = 1/3. 
Escribimos la igualdad precedente en la forma 


4 = А (2—1) + В (z$ — т) + C (2444 а? + 1) + Dzi 4+ E? — DP — Eno 
Comparando los coeficientes de =“, 2°, тї, obtenemos el sistema de ecua- 
ciones 


C __ре+Е 
ШЕ ИНЕ: rr 


B+C+D=0, 
{ A+C+E—D=0, 
C—E=0, 

del cual hallamos: B=0, D=—4/3, E=1/3, De suerte que 


1 


1 1 2—1 
PO +30 731 


Aa" 


Por consiguiente, 


de de 1 de 1 :—1 5 
frr- Fr] 3 a 


1 1 (221—3 
=+ +m f 


api ©“ 


àz 
1 


1 1 1 1 
+ 12113 Im (22-240) == 
a 7 j (+7) +: 


3, 
= 
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Caso 4. Entre las raíces del denominador las hay complejas múltiples, o 
sea, la descomposición del denominador contiene multiplicadores cuadráticos 


que se repiten. 
А 2z 
1399. Hallar la integral ¡Ep 
Resolución. Puesto que z*-+ 1 es un factor doble, entonces 


Бо Ar+B ‚ С=+р 
O ES e 


Eliminando los denominadores, obtenemos 
29 — 2z = Az + B + (Cz + D) (9 + 1). 
Igualando los coeficientes de iguales potencias de z: 


P i=C, 
ж 
= 
> 

Por lo tanto, 

х%—2х ( —3r dz ( х4: 

берга j appt) иг 

3 f a(z?+1) 1 ( d(z?+1) _ 3 1 
= | ertr | A ree. 


Notemos que la integral dada podía determinarse más sencillamente con 
ayuda de la sustitución 7°- 1 = £. 


1400. Hallar la integral Y A ar, 


Resolución, Separemos la parte entera de la fracción racional impropia das 
a [ао 
ЕЈ +22 E TE 
——A TRA a+ 1 
Е ЖЕ +3 
ESO 
Así, 
294 3г%--5х--7 3r+1 
тї? E a 
ре aquí hallamos 
A _ EN 
== a= f (++i) dz: 
t % +1 3 ( 27 4 
= {аз | а { iZ dh ++ 5 { + ( == 


++ 5 In (2*4 2) + iy atete z4 
1401. Hallar la integral | poz. 


Resolución. Puesto que la función integrando es una fracción Дере, 
viene representarla еп forma de la suma de fracciones simples. Es fácil ver que 


+С. 
5+ 


т 


el polinomio 2? + 622 + 11x + 6 se anula cuando z = —1, рог eso este poli- 
nomio se divide exactamente por = + 1. 
Efectuamos la división: 


294-6214-1124-6 
аз. a 


арфи: 245246 


Por consiguiente, 
a34 ert HAr 6 (241) (0 4 54-6) = (241) (1+2) (243) 
2+4 Ск 2+4 =A p2 4E 
apon irte O 


Eliminando los denominadores, obtendremos 


Irá А (+ D (+ 3) + B (ЗС 10) (1 2 
Haciendo z —1, hallamos 3 3/2. Si z —2, entonces 
өметен 2 —В, 0 sen, B= —3, resulta 1 = 2C, o sea, 
Pues bien, 
#44 „эт ж» { 4,14 pd 
$ ayp o il E Т 4 = 


1402. Hallar la integral | oir 


Resolución. Ез necesa! 


ante todo, separar la parte entera: 
122—8: + 16 
Вхз 162 Вуз — 167 Fi 
sacii "вит 
Por consiguiente, 
z341 BRA, Ваа 1624-1 
A авар К{т— Шу (х-1-2у#° 
Descomponemos la fracción propia en fracciones simples: 
8гз—1б+1 А 
O (®—Ш* 
Eliminamos los denominadores: 
823 — 16х + 1 = А (z + 224 В (z — 2) (+ 2) 
+C (e 22 D (е — EA 
Haciendo z = 2. encontramos 33 = 46А, о sea, А 33/16. 
Para т — —2 obtenemos —31 — 16С, о sea, С = —31/16. 


Si т = 0, entonces 1 = 4A — 8B + 4С + 8D. 
Reemplazando А y С por sus valores, obtenemos 


B g D 
+ CF HFE 


33 зї Е 
032 88—80, о воа, —168--160-= 1. 


Para hallar В y D escribamos una ecuación más. Comparando los coeficientes 
de 2°, obtenemos 8 = В + D. Resolviendo el sistema de ecuaciones 


{ B+ р 
—16В-16р=1° 
hallamos D = 129/32, В = 127/32. 

De suerte que 

ad 33/16 127/32 31/16 2229181 
\ ве | [чє nz rat zn ]== 

ES 33 
=7 0e- t; = 


7 а 1 Hat 29 1242140. 


1403. Hallar la integral 12%. 


2—1] 
Resolución. La función integrando es una fracción racional propia у se 
jori hallar la integral reprosentando esta fracción en forma de la suma de 


'racciones simples. determinación de integral puede ser 
se efectúa el cambio de la variable z — 1 = t; 
lt. Como resultado obtenemos 
p++ de de 
f т о а { т f + 


entonces z = t + 1 
(2 р-а 
“= A 


DE е Кат A A AS 
207—0: 2 Ep SEIF 


Gt 


трт 


1404. Hallar la [integral | ар 


Resolución, Transformamos el denominador: 11 + 62? +- 5 = (z? + 3) — 4, 
Ahora tenemos 
f =й: __ zdz 
A) FFT" 


Efectuamos el cambio z?4+-3=f, entonces ү. y 


{ ET 
| КЕ = 2 г) а= 


1 1 t 
=3 T "|F |+с=- 5 


3 Este 


Los dos últimos problemas muestran que antes de proceder a la integración 
de una fracción racional conviene, a veces, efectuar el cambio de la variable. 


Hallar las integrales: 
1405. | dz. 1406, 


5а%— 114%-- 184—5 
=P) 


1409. ү 1410. 


1407. =. 


1411. Ea de 


f (PFA (r5) 


1413. 


18-0377 273 


Indicación: representar el denominador en la forma 24 +4 = (1? + 2)? — 


rogi 


изв. | 


из». | 


1417. y 


$ 3. Integración de funciones irracionales 
elementales 


1. Integrales del tipo | A dæ, dons 
de] R es una función raoion: ma, пу. ... Son números enteros, 
Con ayuda de la sustitución az donde * cl minimo común múltiplo 
de los números ny. ту, .. „ la integral ada se transforma en integral de la 
función racional. 


dr 
418. Hal: integral J= | у 
1 lar la integral PO 
3, na = 2; por eso s = 6. Aplicamos la sustitución 
a — 000, de = 315 dt y, por consiguiente, 


+1 


Resolución. Aquí m = 
22 ++ 1 = 1%, entonces z= 


=} gua -35 GE зе 


í | \ & 
=a (res т) = 
Retornamos а la vieja variable. Puesto que t 


(20-00973 43 (22-6 1)1/6 46 31а 2291—00. 


2, Integral del tipo ¡vais Tales integrales por medio de la 
separación del cuadrado perfecto a partir de un trinomio de segundo grado 


se reducen а las integrales inmediatas ХХ ó XXI. 


1419. Hallar la integral | „ы; 
242145 
Resolución. Transformemos el trinomio de segundo grado en forma de x? +- 
+20 5 = (2 + 1)? + 4. Entonces 


de dlr+1) ў = 
¡vé а id 


а= 


Зда) 2101-66. 


(22 1908, entonces 


5 1-С. 


1420. Hallar la integral | = 


Resolución. Tenemos 


dr 1 


16] Я 
resen Sa -+- С 73 aresen (31—2)+ C. 


1 
үз 


Az B 
3. Integrales del ti ¡TE а Para hallar esta integral 
integrales del tipo | ELE ar osta integr 
separamos еп el numerador la derivada del trinomio de segundo`grado q 
está bajo el signo de la raíz y representamos la integral como suma de dos 
integrales: 


Ab 


A 
Zar + Br 


Va 


| 


a 
nA { dlart+br+o (5— 22) а de 
ar 


2a J Уатт aF orfe 


La primera de las integralos obtenidas es la integral inmediata! XVII y la 
segunda se examina en el punto 2. 


1421. Hallar la integral [уне 


Resolución. Soparamos еп el numerador la derivada de 1 acxpresión radicando: 


1422. Hallar la integral | y 


Hesulución. Tenemos 


02372 
= —3 Ут бу —В--13 arcson (z—3)+C. 
с de 
4. Integrales del tí — — 
арке аре lea Vart} br} e 


ción z — а = 1/ esta integral se reduce a la examinada en el punto 2. 


. Con ayuda de;lafsustitu- 


142; 


Hallar la integral | == 


150 275 


Resolución. Hacemos z= 1/t, entonces dz = —(1/P) dt y 


f й ах --} (aye еа 
ay Sas — рі (1/0 V SE — 2AF t 
=-} vaa” | 14V ETEF) +с= 
1—r+V 5 A 
amy h F o а ETET |с. 


1424. Hallar la integral Ta z dz EFE 
—0V Srat 


Resolución. Haciendo = — 1 = 1/t, obtenemos z = 4/t + 1 y dz =— (1/1) dt, 
Por consiguiente, 


(ада 
++) +2 (1) +з 


de = 
f a] | iy -( 


== 


1 | 
En 202-10) +С. 


3+2 
СЕЈ зз © 
Resolución. Escribiendo el numerador de la función integrando en la forma 
Зх + 2 = 3 (z + 1) — 1, obtenemos 
3(«+1)—1 
стру“ 


Representamos la integral dada como diferencia de dos integrales: 


1425. Hallar la integral т= | 


I= 


A VEE: ари 
Vas 1) (+1) Их ЕЗ3 
Ар! leamos 4 a да, primera integral la fórmula ХХІ у a la segunda, la susti- 
(адла 


EE 


I=3 In Ба varas 
заузет | sam 


=з |а уза 410] lv [+с= 


=зї[#+-4- уяан. AAA TRES 


Е 
5. Integrales del tipo f үш i donde Pn (z) es un poli- 


nomio de grado п. La integral de este tipo se encuentra con ayuda de la 
identidad 


рь (2) ы ене [> 
{татыр Yn (0) V Кенен» $ 


donde Qn- (2) es un polinomio de grado (n — 1) con coeficientes indotermi- 
nados; % es un 

'Dorivando la identidad indicada y reduciendo el resultado al denominador 
gomún, obtendremos la Igualdad de dos polinomios а partir de la cual pueden 
determinarse los coeficientes del polinomio О„ (z) Y el número А. 


426. Hall: togral [242948044 qe 
1426. Hallar la integral | + 
Resolución. Aquí п = 3, por eso la identidad respectiva tiene la forma 


le 


al dd 4 оза, ИА. 
Тсс ИРЕ FHA arar 
Derivando ambos miembros, obtenemos 

2142224 32 


“рыт рыр бзен) V AFEFE 


Pe 1 
И+=+2 Vefa 
Eliminamos el denominador: 
a9 4 2ш® -j 3л + 4 = (25е + by) (22 + 2142) 4 (bor? -+ biz + ba) (2-44) + М 
o bien, 
а? 4 2184 Зе 4 4 = 3097? + (Bba 4 26) за + (400 + ЗЬ, + ba) + 
+ (2b, + ba FA) 
Comparando los coeficientes de potencias iguales de z, obtendremos 


Hibat Ыз) 


Resolviendo el sistema, hallamos bọ = 1/3, Б; = 1/ = 116, А = 5/2. Por 


lo tanto, 
tarth go [L ар 
li) VAE 


+ e VIE 242140. 
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Hallar las integrales: 


amj a 1428, = dz, 


Vi=2-Y1= 


1429. 


1431. 


1433, 


1435. | dz. 1436. | HA 


(+i) Y 241 d Из: 
6. Integrales de diferenciales арар чы + 5л")”йт, donde т, п, р 


son números racionales. Como demostró Р. Chébisbev, las integrales do diferen- 
ciales binomias se expresan por funciones elemental 

1) р es un número entero; entonces la integral dada se reduce a la integ 
de la función racional con ayuda de la sustitución z = £*, dondo s es el mínimo 
común múltiplo de las fracciones тул 

2) (m -+ 1)/n es un número entero; en esto caso la integral dada se transforma 
en una integral racional con ayuda de la sustitución, -+ ben 

S) т = )/п T p ea un пёлто entero; en eat caso Пета al mismo objetivo 
1а sustitución ахл -} b= t, donde s es el denominador de la fracción р. 


1437. Hallar la integral lya 
y 
Resolución. Aquí la función integrando se puede escribir de la forma 
a=}? (0113 - 4)-10, о sea, р = —10 es un número entero. Por lo tanto, tenemos 
Ši primer caso de la iniegrabilidad de diferencial binomia. Por ese conviene 
efectuar la sustitución z = 1%; entonces dz = 4f dt y la integral buscada tiene 
ja forma 


“за tdt 
f Vi ==) тзт pa 
La última integral se determina así: 


т» =| a= Jer- Vaj etorta 0 


| анаан зерт 


эгЕр ЕС. 
De este modo, 
f 168, ¡q PEE КӨЕ Ез 
VIV +0 200гр) оф), 
1438. Hallar la integral fz 
Resolución. Escribiendo la fur 


+0. 


Е ао байаа (а? — 20) 31, 
tenemos т = 3, n = 2, р = —3/2. Como (т ~ 1)/п = (3 + 1)/2 = 2 ез un 
número entero, entonces tiene lugar el segundo caso de integrabilidad. Ut 
zando la sustitución а? — z? = fi, obtenemos —2x dz = 2t dt, z dz = —t dt, 
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аз = a? — f. Por lo tanto, 


A oma] 


=f a 


1439. Hallar Ja integral avi 


d= 


ГНИ) am 
"раена с-а 


+С. 


Resolución. Aquí m= —4, n= 2, p= 00 y (m+ 1уп+-р = 
=p(—4 -+ 1)/2 — 1/2 = —2, o sea un número entero. Рог eso tiene lugar el 
tercer caso de la integrabilidad de una diferencial binomía. Hacemos 2-2 + 1 = 
<A; entonces —2т 3 dz = 2t dt, 2? dz = —1 dt. Translormamos la integral 
dada del modo siguiente: 


rf 


| ar 02 аг | ES rdr, 
Por consiguiente, 


f 27601422) 0° dr = 


1 -f еа {е —1) а= 


VEN ga 


ПАТЕ 032—0) ИТЕ 
Ее +с= Ет +c. 


Hallar las integrales: 


шю. ¡E там. E aa. 


rar 


$ 4. Integración de funciones trigonométricas 


1. Integrales del tipo ї R (sen z, cos 2) dz, donde Н ез una función racional. 


Las integrales del tipo indicado se reducen а las de funciones racionales con 
ayuda de la lamada sustitución trigonométrica universal tg (2/2) = t. 
Como resultado de esta sustitución tenemos: 
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1446. Hallar la integral Пре и 


Resolución. La función integrando depende racionalmente de senz y cosa; 
efectuamos la sustitución tg (2/2) =; entonces sen z= три, cosz= 
> 

=P: берту 


dz 
Asenzp3cosz 5 


Retornando a la vieja derivada, obtenemos 
f de “ 1 
=> 1072065 16. 


А dz 
1447. Hallar la integral orrae 
Resolución. Suponiendo tg (z/2) = t, obtendremos 


2dt 
f de = КЕ 
туа 58 = =т 
(570) (405 0057 a П 
С dt dt 
2) O o © | азар: 


Ж d d (at) 1 at 1 a 
"ж ) upepo =a еч Сар агаш (9085) с. 


En muchos casos la sustitución universal ty (2/2) = t leva a cálculos 
complicados, ya que al apl sen т y cos z se expresan por £ en forma de frac- 


ciones racionales que contienen t 
En algunos casos particulares la determinación de las integrales del tipo 


R (sen z, cos z) de puedo ser simplificad: 
1. Si R (sen z, cos z) es una función impar respecto a sen т, о sea, si 


R (—sen z, cos z) R (sen z, cos z), entonces la integral se racionaliza con 
ayuda de la sustitución cos z = t. 

2. Si R (sen z, cos z) es una función impar respecto a cos z, o sea, si 
R (sen z, — cos z) = —R (sen z, cos z), entonces la integral se racionaliza 
por medio de la sustitución sen z = f. 

3. Si R (sen z, cos z) es una función par respecto a sen z y cos z, о sea, 
si R (—sen z, —cos z) = R (sen z, cos z), entonces lleva al objetivo la susti- 


tución tg z = t. 
1448. Hallar la integral |-®®®= зше 


Resolución. Puesto que la función integrando es impar respecto al seno, 
hacemos cos z = 1. De aquí sen? z = 1 — 1%, cos 2z = 2 cos? z — 1 = 2i — 1, 
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dt = —sen z dz. De este modo 
$ senz+senta)dz _ р (2—)(—ш@)_ ((4—2dt _ 


сов 22 241 2—1 

1 2—4 £ 3 dt 

E $ зат “= fa \| тт 
ct ` VB зиз ë 
EA EEE VETO 
Por consiguiente. 

( (веп х--вепз х) йт 1 A Vcosz—1 с 
ш> "шу [утаа |+ 


Notemos que en el caso examinado la integral puede siempre escribirse en 
la forma ja. (sen? z, cos 2) sen z dz. 


1449. Hallar la integral | (699:2--со aaz, 


Resolución. Aquí la función integrando es impar respecto al coseno. Por eso 
aplicamos la sustitución sen = = f; entonces cos? z= 1 — sen? z= 1— 1°, 
cos х dz = dt. Por lo tanto, 

\ (cos? х-- соё г) dz _ ( costz (1--соз? z)coszdz _ ( (1—1) (2—03) dt 
nir} senz sent 2 + веці г Е Br * 


Pero 


y, por consiguiente, 


A —6 arctg t+ C. 


Finalmente obtenemos 


| ды a L son q —6 arctg (sen л)-} С. 


‚зеп? х--зеп!х веп т 
Notemos que еп el caso examinado la integral siempre puede escribirse 


de la forma | Ве (зеп z, соз? z) cos z аг. 


1450. Hallar la integral | 


Resolución. La función integrando es par respecto al seno y al coseno. На- 


ciendo tg = obtenemos 
tgz t 1 1 
senz= = } созге = ў 
Vi+ttgz угра Vitis Yi+é 
dt 


акш do Ea. 
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1+8 үүт Vi 


{ж 
put” 
pero, 
{ de j atto A EEE 
J т tya 242 +102 
Por eso tenemos 
N “de 1 ter+1i—V. 


\ зептт-Е-®зеп тсозт—соз%т 2/2 |r i+ Vè 


Notemos que la determinación de la integral se puede simplificar si en la 
integral inicial se divide el numerador y el denominador por сов? 2: 


dz 
{ de соз? т ( d (tg x) 
} зеп т-_7зеп г соза соз? = Грат j +21" 


2. Integrales del tipo { senma соз" х dz, Vamos а destacar aquí dos 


casos que tienen importancia especial. 
Сахо 1. А menos uno de los exponentes m о п es un número positivo impar. 
Si л es un número positivo impar, entonces so aplica la sustitución sen z = t, 
poro si т ев un número positivo impar se efectúa la sustitución cos z = t. 


1451. Hallar la integral $ senta созд dz. 
Resolución. Haciendo sen z = t, cos z dx = dt, obtenemos 


nt z cos * z dz = ї sent z (L—sen? z)? соз z dr = ї оа паа 


= | vaa | wat (на пф ө"+с= 
5 y 


=L sont 2—22. son? + son? 240. 
Б a 9 


1452. Hallar la integral |5022, 
созт} созт 
Resolución. Tenemos 


эх Е 
$ E da | sen? г-соз 74/824: ї (1—cos? г) cos" 4/2 езер z dz. 
созу} созт 


Haciendo созт 


t, —sen z dz = di, obtenemos 


3 г 
а авна {а ата 
ов: Уст 


Ес Рс — ++ cos х. cosx +C. 
Y созт 


282 


Caso 2, Ambos exponentes m y n son números positivos pares. Aquí con- 
да de 


viene transformar la función integrando con ayu: las fórmulas 
зеп =cosz=-L-sen2e, w 
вепї к= -5 (1—cos 23), a 
cost к= --(1--сов?г). B 


1453. Hallar la integral Json? zcost zaz. 
Resolución. De la fórmula (1) se deduce que 


sen? е соз? z= (sen xcos2)2= (4 sen 22) =< sentar. 
Aplicando ahora la fórmula (2), obtenemos 
sont a cos? z=- В E (1 cont). 


De suerte que 


| енесш аер | (—cos4z)dr= 5 | а= | соз 44: 


sonár+C. 
1454. Hallar la integral { созе гаг. 
Resolución. Utilizando la fórimula (3), obtenemos 

$ costada=| (cost zjaz= | (EP ar 


5 $ (1+ 3cos 22-3 cost 2z-+ eos 2r) de= 


ж 

= Ja |] cos 2z d+ ї соз? 27 йг. 
1 3 3 14 соз 42 
воа 20-3. ї зыр 
+ 


(1-—вопа 2z) cos 2z dem $ + зеп 2+ 


f 
| 4+ > | cosándr+ i) cos 2r dz— 
| 


sent 2 5-0 (sen 22) 


i z-i sen аг sen 2z— 500 2+с= 
5 1 з 1 
=з Hg sen 22-р зеп 44 — рр en 22-6 С. 


1455. Hallar la integral {зеп г созі dz. 
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Resolución. Tenemos 


A E 


a 
=+ į sen? 2zdz-H E $ sen? 2z cos 2z dz = 


E „1 zÍ sent 2z--} d sen 22)= 
9) 16 | cos 4z az- i f sent 2z d (sen 22) = 


ре ыр sen ба gp sen? 2z-+C. 


3. Integrales del tipo 5 tg” de y f etg” т dz, donde т ев un número 


positivo entero. 
Al determinar tales integrales se aplica la fórmula 


вес? = — 1 (o bien сід? = = cosec? z — 1) 


tg? z 
con cuya ayuda se disminuyo sucesivamente el grado de la potencia de la tar- 
gente o de la cotangente. 


1456. Hallar la integral f ї\? хах. 
Resolución. Tenemos 


$ за | tg? z (sectz—1) dz = |) tg? za (tg aj tg’ zdz= 
ts 


-f tg? z (sec? z—1) dz= 65м ызы +} tg z (sec? z—1) dz= 
oitz ez “= Az 41m | сов |-ЕС. 


1457. Hallar la integral Jetgzdz. 
Resolución. Tenemos 


[онова | сш кеоек аас 


- ( ctg? z (cosec? z—1) dz =— 
+} (совест «—1)4&= — EZ E сш, „с, 


4. Integrales del tipo f tgm т вес" z dz y | срт т совес® z de, donden 


egun número positivo par. Tales integrales se determinan análogamente a И 
examinadas en el punto 3 con ayuda de la fórmula 


вес? z = 1 + tg? z (o bien cosec? z = 1 + ctg? z). 
1458. Hallar la integral | tg*zsectzdz. 
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Resolución. Tenemos 


{ч\гзесбайк= | tg' z sect z-sec zdz = 
A | tzalea 
+2 f tg'za(tga)+ ї шетаа z+ 
++ 4 \*т-+ЕС. 
1459. Hallar la integral | E 


Resolución, Tenemos 


| i= | cosectzdr= ї coses? т.созес* zdr= 


ыы f сонета 
-Í ош? zd (ctg 1) =—ctg 1—5 сш*++сС. 


5. Integrales del tipo | вес?" zdz y | cosee?”t! т de. Las inte- 
rales de la potencia positiva impar do la secante o de la cosecante se 


erminan más simplemente por las fórmulas recurrent 
шн 1 _senz ET р сөй 
| аена AS j жесїл-1 r de, ч) 


1 cosec?nti zdr = -4 


+(1 


1460. Hallar la integral | cosec* z dz. 


Resolución, Utilizando la fórmula recurrente (2) para 2n 
para п = 2, obtendremos 


+) { совес?т-1 г дг, (2) 


1= 5, 0 sea 


1 coz , 3 
э ак — Pe 0052.3 ( cosec? rdr; 
| cose 24. ata | cosce dz; 


haciendo ahora 2л + 1 = 3, o sea, п = 1, рог la misma fórmula tenemos 


$ сооз гае 


pero 


енене | 


y senz 


Por consiguiente, 


$ оо zdz= 


созт 3cosz , 3 


эде ez Зсоз= |3 
[ овес A E TA 


6. Integrales del tipo sen mz cos nz dz, 1 cos mz соз nz dz, f зев х 
х mz sen nz dz. Las fórmulas trigonométricas 


sen а cos В = 4 зеп (a+)+sen (a—P)l, ш 
соз а соз B= [cos (0+ В)--соз (®—р)], о 
sen a sen B= [сов (&— )— сог (6) ® 


posibilitan la representación del producto de las funciones trigonométricas 
en forma de una suma. 


1461. Hallar la integral $ sen 22 cos 5a dz. 
Resolución. Utilizando la fórmula (1) obtenemos 


$ sen 2z cos 5x dz = 


Ч ў [sen 7-4 sen (— 32) ds = 


у | senrzar—< | sen заг — үр coste + $ cos de +0. 


1462, Hallar la integral [соз ғ соз 


z 
05 7 аг. 


Resolución. Aplicamos al producto соз х соз 5 la fórmula (2): 


) Faz 
= 2 
> | соз $ cos Z de, 


Volviendo a utilizar la misma fórmula, encontramos 
z z 1 7х 5r 
z ml. Зе оз 56] 45 
| eos cos q cos ает | (cos + cos 92) аг 


+1) (cos E z+ cos 3) а= 


$ 1: 1 Sr, 3r 
=> sen Eti sen + son Eso т-с. 


Hallar las integrales: 


de de 
ез. ira 1460 | iz. 
cos? zdz 
ЕБ | зепї :--{зеп тсозт * 


cos? z de sen 22 dz 
1466. | HEEE 1467, | 


еп т соз т——-зеп* т—{ 


Indicación: hacer cig z = t. 
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соз» 
Senz 


1468. [sentadz. 1469. | 


1470. [sen (2/4) cos? (2/4) dr. 1471. feostado. 
1472. | 


10 (2/2) дт. 1473. [оэ Згаг. 

1474. [sectada. 1475. ја. 

1476. f ses? dx. 1477. f ctg? z cosec z dz. 

1478. {зеп 3z sen zdz. 1479. f cos (2/2) cos (2/2) dx 

7, Sustituciones trigonométricas. Las integrales del tipo 

йн Иж =). |н (e VEFE) àr, | п (e, VET) de 


se reducen a integrales de una función raciona} respecto a sen t у сов £ con ayuda 
de la sustitución correspondiente: para la primera integral > — a sen £ (o bien 
ж = а cos 1), para la segunda т = a tg 1 (o bien z = а ctg 1) y para la tercera 


х = азес і (o bien z = а cosec t). 
1480. Hallar la integral I= JUEZ az. 
nt, entonces dr == а сові di y Jo integral 


Resolución. Hacemos r ак 
dada adopta la forma 


1 EA 


IEA ecos tdi= 
сов? 1 —sent Ed 

z di=a { Я га: di=a } em 
sent sent Sent 


т t dt=a Ìn | cosec t—ctg t | -+a cos С. 


Para determinar la integral | 2 bemos utilizado la fórmula 
dt E 


In | совес t— ctg! |+C, ya que con su ayuda es más fácil р 


r 

J Tent 

à la vieja variable z. 
Asi, pues, obtenemos 


ат 


donde sen f=x/a, cos 
I=aln 


1481. Hallar la integral I=$ 
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Resolución. Aplicamos la sustitución z = a tg t, de donde аг = а sec? t dte 
Entonces obtenemos 


f a sec? Af _sectede _ 
ашу атии ав tgtser 


ар EA 1 
=2f тп (ат In] eose гов 4140, 


donde tgt==/a y, рог lo tanto, ctgt=a/z, созес = У 11817 == 
Мат тїт. De este modo, obtenemos 


1482. Hallar la integral 7 = iv 
Resolución. Efectuamos la sustitución z = a sec 1, de donde йг = 
= a sec t tg t dt. Entonces obtenemos 


а |) вес? tdt. 


Aplicamos luego la fórmula recurrente (1) del punto 5 рага п = 1: 


ї sont |4 зеп! 
ена ЗЕЕ A 
_ a 1 
+2 1-7 Яа 1 sec а С, 


donde вес t==/a, соз ё=а/2, sen t= И 27 а2/2, tg t= У 27 а/а, Por cone 
siguiente, 
а? зеп. a? 


1-е 


EHN In | sect+tgt | +C= 


ESAS 


а n 


Hallar las integrales: 


1483. Em 1484. Lat 
1485. 


пул: 


зух 


$ 5. Integración de funciones diversas 
Hallar las integrales: 
1486. | son? z sen 3zdz. 1487. [Or —2241)0 dz. 


1488. (152 аг. 1489. [Ei -arctg zdz. 


1490. | (222—1) соз 22 й=. 1491. {агаг 


Sm 
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de. 1493. [arctg V7 dz. 


1494. [Y F=1Tdz. 1495. mi 


1496. | V 6722—2202. 1497. [езеп e* dz. 


1498. 


1499. 


(ж +2) cos (x° + 4r + 1) dz. 


dz. 


) 

үа. 1502. |= 
1503. Jin qe Бл) ах. 1504. 

| 

| 


( de 
Р 
1509. | агсан реве 


510. {92 511. f dz 
a 1908. ири 


190377 


Capítulo X. Integral 
definida 


$ 1. Cálculo de una integral definida 


Sea la función ў (т) definida sobre un segmento [а, b]. Dividimos el seg- 
mento (a, 6] en n partes arbitrarias por los puntos а = Tọ < ау < Ta <... 
быз Zn} < Zn. = b, escogemos еп cada segmento elemental zy- ту] un 
punto arbitrario E, y hallemos la longitud de cada segmento: Azp = ту — 24. 

So llama suma integral para la función f (z) sobre el segmento la, 5] а Ta 
suma que tieno la forma 


> 1@) Атк =} би) Ааа Èa) Atat +1 (En) Ата, 


So denomina integral definida de la función / (z) еп el segmento |а, b} 

(о bien dentro de los límites de a a b) al límite de la suma integral a condición 
de que la longitud del mayor de los 
segmentos elementales tienda а cero: 


у= (х) 


n 
„в D 1б Azn. 
к 


lim 
max Ау 


gmonto 

entos elementales ni de la 

з puntos fa (teorema de esto 
lo 


Tes entonces la integral definida (ло de 


representa geométricamente el área de un trapecio curvilineo, o sea, de la figura 
acotada por las líneas y = f (z), z = а, х = b, y = 0 (fig. 42). 


Propiedades principales de una integral definida 


è 

19, f reri ГА 
3 f 

2а, | Ha)dx=0, 
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a, {ло а-а) 1) dz. 


a 


А o 
a, оола pz | taz. 


a b 
5, | С-] (2) dx =C- $ Í (z\dz, donde С es una constante, 


ба, Estimación de una integral definida: si т < f (х) < М sobre el sege 
mento (а, bl, entonces 


m(b=a)< 


эше 


ї(а)4а < M фа). 


Reglas de cálculo de las integrales definidas 
Я. Fórmula de Newton — Letbnte 
a 


Prieta [FF 


donde А (т) es la primitiva pura / (z), 0 sea, Р (z) = f (2). 
2. Integración por partes: 


b 


ўча 


a 


donde u = u (z), v = v (z) son funciones continuamente derivables еп el seg» 
mento [а, b). 
3. Cambio de variable 


b 18 
| ra | ra 


donde z = «р (1) es una función continua junto con su derivada q” (1) en el seg- 
mento a <: < ф; а = Фф (a): b = Фф (P); /[ф ()l es una función continua 
en el segmento la, Pl, 


4. Si f (2) es una función impar, o sea, / (—2) = —f (r), entonces 
{ f(a) dz=0, 


Si / (z) es una función par, o sea, f (—x) = f (z), entonces 


Гоа | ада. 


1512. Calcular la integral | 2242 como límite de la suma in- 
tegral. 


Resolución. Aquí [(2)==%, a 0, b=1; dividimos el segmento |0, 1] en 
n partes congruentes, entonces Ату = (b—a)/n— t/n y escogemos En =2p. 


Tenemos 


n= а=, 


t&n- (+ 


Por lo tanto, 


1 
{== иш 226268 
% 


nao пз 


ра nin (п 1) _ 
й бз = 


Aquí ha sido utilizada la fórmula de suma de los cuadrados de 


números 
naturales. 


ад 
1513. Calcular | 


яв 


E por la fórmula de Newton— Leibniz. 


Resolución. Tenemos 


18 
1514. Estimar la integral 


Resolución. Como | соз 2 < 1, entonces para 


10-2, Por consiguiente, 


22-10 obtendremos la 


8-10-® | <10, о sea, | | Ear |<0,1. 
== e z|< 1< saf $ ут += 1 
в, 
1515. Estimar la integral | =з 
ò 


‚292 


Resolución. Puesto que 0 < соз? = < 1, tenemos 
ale 
1 


1 dz 
ios `$ У 


1 a л 
т< w<] Fiz < 10: 


i 
1516. Calcular | ze*dz. 
{ 


Resolución: АЫ 


licamos el método de integración por partes. Hacemos и = z, 
dv = ex dz, de 


onde du = dz, v = —e“*. Entonces 


1 4 
Д i 

madem з= =—0 +1 

ш а= —гте kef e| 5—2 


1517. Calcular | E az, 


б 


Resolución. Hacemos In =; entonces # dt; si z2=1,¿=0; siz=e, tat. 
Por consiguiente, 


E i 
¡AA 
i 


1548. Calcular |y rrd. 
è 


Fo. 


Resolución. Hacemos x — r sen 
si z= r, {= п/2, Por eso 


i entonces dz = r соз! dt; si z = 


эу? 


r РА 
$ | ИТҮ анас cos? t de= 
ó б 

aj 


a А 1 1 2 
ЕЕЕ Са 
ё 


ата 


РА 

4 zsenz 

tesotución. n integrando = 

Resolución. La función integrando es par y por eso I 2) ЕЕЕ 
ё 


Iutegramos por partes haciendo u=x, а= 800202 


0252: entonces аи = dz, v= 


D i ball 
озу. Бе aqui hallamos 


aja 

Pr үз de a = ap 

той» 4: созт p созт — e ( РҮ) 
E 


2а пуя л _2а 5л 
= аа (64) аа a у. 


Por lo tanto, 


zi are sen г 
—==— dz. 
EME 
Resolución. La función integrando es impar, por consiguiente, Г = 0. 
i 
1521. Calcular БЫ como límite de la suma integral. 


1520. Calcular 7 


Й 
1522. Calcular y> como límite de la suma integral. 


‚ 
1523. Estimar la integral 2—22. 
ё 
ale 
togral | esen хал. 
è 


1524. Estimar la 


1525. Estimar la integral { dz. 


я]? 


sonz 


Calcular las integrales: 


з 
1526. JANE dz. 1527. | 4 


1528. |“ а=. 1529. fe dz. 


> 2/6 
1530. І хах. 1531. 
Е Е 


2192 зл 
1532. AL + 155: [von sacos жй. 


294 


aa л/а 
1534. | соз? зеп 2202. 1535. | ZESDE dz 
б d 


Т созт 


2 А 
1536. | HE. 1537 7 e cos z dz. 
1 è 


› ‚ 
4d 2х 
1538. ESA 1539. | zarctgzdz. 
а 


Indicación: utilizar la propiedad de шпа función impar, 
Indicación: utilizar la propiedad de una función par. 


1540. Demostrar que 
А 


0, si mæn; 
{ sen mz sen nz dz 3 
Е m si т=п 


(m y n son números positivos enteros). 


§ 2. Integrales impropias 


1, Conceptos básicos. Se llaman integrales impropias: 1) a las que tienen 
límites infinitos; 2) a las de funciones ilimitadas. 


La integral impropia de una función f (т) dentro de los límites desde a hasta 
-+o ве define рог la igualdad 


b 
үз f(z)dz= lim \/(х)ат. 
А bato d 


Si esto límite existe y es fi 
pero si el límite по existe o es 


la integral impropia ве Пата convergente; 
Análogamento 


infinito ella se denomina divergente. 


Si la función f (z) tiene una discontinuidad infinita en un punto с de un 


segmento [а, b] y es continua cuando а < z < с у с < z < b, entonces, según 
la definición, se hace 


оное ua T soeces зве 
а «e 
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b 
Una integral impropia |! (х) dz (donde f (с) = œ, а < с < b) se Паша 


a 
convergente si existen ambos fímites en el segundo miembro de la igualdad 
© divergente si no existe por lo menos uno de ellos. 


1541. Calcular la integral impropia | соз zdz(o determinar su 


a+ 
К] 


divergencia). 
Resolución. Tenemos 
e jè 
lim | coszaz= lim snz lim (sen b—sen0)= lim sen b, 
onp g Arda at сд 
o sea, el límite no existe, Por consiguiente, la integral impropia diverge. 
z 
1542. Calcular | 2. 


Resolución, Hallamos 


o sea, la integral impropia converge- 


+» 
1543. Hallar | E 


TF: 
o, чо, 
РИ М г 
Resolución. La función integrando ез ра! poreso | ra=? трн: 
ER ò 
Entonces 
П 
b л 
lim lim атса «| lim arctgo= E, 
bta Бе ИНА 7 
q 
De esto modo $ a" o sea, la integral impropia converge. 


i 
1544. Hallar |22. 
è 


Resolución. La función integrando f (z) = 1/z en el punto z = 0 es ilimi- 
tada y por eso tenemos 
А А 

| dz tim (tim 1na] 


Z а-0) % а-01а-0 


lim (In 1—1 а) = +оо, 


а-0 
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o sea, la integral impropia diverge. 
+5 


1545. Hallar | ze-"dz. 
і 
Resolución, Tenemos 
+» è 
( ze" dre lim | еа lim [-4e*] 
Р ль га ые ЫЙЫ Р 
ў E] 
а зас за )==, 


о sea, la integral impropia converge. 
Calcular las integrales impropia: 


ETA 


12? 


1546. 


Д 
б 
А 
1548. ve: 
: й 
1550. (4. 1551. fx Intzde. 
1 ò 
+» 


| аа) (21-1) " 


1552. 


2. Criterios de comparación. Al investigar la convergencia de integrales 
impropias se utiliza uno de los criterios de comparación. 

1. Si las funciones f(x) y Ф (2) están definidas para todas las т >а y 
son integrables en un segmento la, A], donde Аа, y si O< f (2) <p(2) 


para todas las х >a, entonces de la convergencia de la integral | 90) de 


+2 + 


resulta la convergencia de la integral f 1 (2) dz, además, ( Ро) dr < 


Й 


ye 
< | peaz 
%. (a) Si para z—-+oœ la función f (2) >0 es una infinitésima de orden 
rel 


p>0 en comparación con 4, entonces: ta integral | 1 ах concerge para 


P>1 y diverge para р <1. 


(b) Si la función f(x) >0 está definida y es continua en el intervalo 
а <<, así como es infinitamente grande de orden р en comparación con 
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b 
para т-» Ь—0, entonces la integral ў Í 00) йт converge para p<i y 


T= 


diverge para p> 
a 
2р" 


Investigar la convergencia de la integral 


Resolución. Según la definición 


4 
к, e el 


«lim Au 


РЪТ дефе 
Supongamos que р>; entonces lim A=0*=0, Рог lo tanto, para 
P>4 la tegral converge. Sea к entonces lim A-P* =c, о sea, la 
a-o 
+o ii 
integral f LE para р < 1 diverge. 


pan 
1554. Investigar la convergencia de la integral { зеп (22) da 
fj 


{integral de Fresnel). 


Resolución. Soa z= V7; ontonces È sen (+2) dz ЭЭМ. ar. Ro- 
Н тү. 
prosontemos la integral que está а la derecha on forma de la suma 
+» ү +» 
(sent зеп т sont 
La = tat | 
і vi y vr У“ 
El primer sumando ез una integral propia, уа que lim izo у al 


т-0 YT 
segundo sumando le apliquemos la integración por partes, haciendo u= 
=1/Y 1, do=sen тат: 


+% 
| зептат _ _ созт ў А cos tdt 
-7 


de VETA ve 


аг 


La última integral converge, ya que SFE 


de 
чак converge, 


+ 


Por eso la integral ma dt converge basándose sobre el criterio (2а) 
7 
{ 
y, por consiguiente, la integral dada también converge. 


58 
1555. Investigar la convergencia de la integral j гт 


Resolución. La función integrando / (z) = 1/(1 + 219) en el intervalo de 
+o 


integración es menor que Ф (z) = 1/x% y la integral f 
1 


р es convergente. 


Por lo tanto, la integral dada también converge. 


М 
1556. Investigar Ја convergencia de Ја integral | E; (a < DA 


Resolución. Según la de 


è e 
dz тч E ap pe 
бк = жш = жайыла ишш! 


1 


— A lo. 


Si p< 1, entonces lim e=rt1=0; pero si p> 1, lim е7?! = o; si, por 
в e 
último, p=1, entonces 


lim 


— lim In 0—2) | 
Pe] la 


а 
Por¡consiguiente, рага p < 1 la integral f Ф» converge y рага р > 1 
diverge, Б 
1 
1557. Investigar la convergencia de la integral | = б. 
yiz 
р 


Resolución. La función integrando es infinitamente grande рага = — 1. 
Representamos esta función en la forma siguiente: 
costz 1 
Yitz 
osea, el orden de esta funci 


соп 4/(1 — z) es igual a р 
Min en el ени (2b). 


= 


infinitamente grande cuando z — 1 еп comparación 
4/3 < 1. Por eso la integral dada converge basán- 


i Е 
558. Investigar la convergencia де la integral | EUELA да, 
) 


1 


29 


Resolución. La función integrando / (т) en е] intervalo de integración es 
positiva y / (z) > оо cuando z —> 0. Aplicando el teorema sobre infinitésimas 
equivalentes, transformamos el numerador y el denominador de la fracción 
subintegral: tenemos In (1 +] 7) ~ 21 y esen х — {1 ~ sen z cuando г 0, 
de donde 


o sea, / (2) es infinitamente grande de orden p — 2/3 en comparación con 1/2. 
Por lo tanto, según el criterio (2b) la integral dada converge. 


Investigar la convergencia de los siguientes integrales impropias: 


sis 267 
1668. а. 


$ 3, Cálculo del área de una figura plana 

El área de un trapecio сигуіђіпео limitado por la curva y = f (т) |/ (х) > 0] 
por las rectas z = а y z = b y porel segmento (а, b] del oje Oz se determina 
por la fórmula 


Й 
5 ї 16) dz. 


El área de una figura limitada por las curvas y = fı (z) е y = f} (2) к 
X Ifa (2) < fa (0) y por las rectas z = а у т = bse determina por la fórmula 


b 
S= | i6) E dz. 
Н 


Si Ја curva está definida por las ecuaciones paramétricas z = z (1), y = 
= y (0), entonces el área del trapecio curvilíneo limitado por esta curva, por 
las rectas z = a, z = b y por el segmento la, Б] del eje Ox so expresa por la 

ula 


t 
s= \ vr (йй, 
“ 


donde t, y t, se determinan de las ecuaciones а = z (tı), b = z (t4) ly (1) > 0 
cuando 4 < £< tal- 
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El área de un sector curvilíneo limitado por una curva definida en las coor- 
denadas polares por la ecuación p = р (0) y por dos radios polares Ө = о, 0 = 
= @ (a < В) se expresa por la integral 


1566. 1) Hallar el área de la figura 
limitada por la parábola y = 4r 2% 
y por el eje Oz. 

Resolución. La parábola corta al eje Or 
en los puntos O (0: 0) y M (40): Por con- 
siguiente, 

4 

р е a 
з= СЕ ТЕБЕ +=), = 

4 


z (unidades cuadradas). 


2) Calcular el área de la figura 
limitada por la parábola y = (z — 1)? Fig. 42a 
yla hipérbola 22 = y?/2 — 1 (fig. 42a). 

Resolución. Hallamos el punto de intersección de la parábola con la hipér- 
bola, resolviendo conjuntamente la ecuación de estas curvas: 


1 


=4, о bien, 24—423 612-42-30. 


El primer miembro de esta ccuación se puede descomponer on 
(к — 1) (z — 3) (214) = 0, de aq 


s= $ WIFI а Le VR (+ у= |i- 
' 


s factores: 
д1, 3,0 у 0, уа A. 


ү? 


1з 8-1 (3 van-4= 


Vans V5) = 4,58 unidades cuadradas. 


1567. Calcular el área de la figura plana limitada por una onda 
de la cicloide z = 2 (2 — sen t), y = 2 (1 — cos t) (véase la fig. 5) 
y el eje Oz. 


Resolución, Aquí dz = 2 (1 — cos t) dt y t varía de  =0 a t> 2л. 
Pos consiguiente, 


эл 2a 
Ss j 2 (1—cosar=4 | (1—2 cost 1 созу 
ò ò 


[te sones y tt- sen 2e 072 (unidades cuadradas). 
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1568. Hallar el área de la figura plana limitada por la lemniscata 
р? = 2 cos 20 (véase la fig. 2) 


Resolución. A una cuarta parte del área buscada le corresponde la 
variación de O desde 0 hasta 1/4 y por eso 


a 
o =2 (unidades cuadradas). 


por las líneas dadas: 


Ке y +2=0. 
16/22, y = 17 — a? (cuadrante 1). 
423, y А 
20, z? 4- y? = 41 (cuadrante 1). 
. у = sen z, y = cos z, z = 0. 
1574. y =0,252%, y = 3z — 0,52%. 
1575. zy = 4 УЭ; а? — 6z + y? = 0, y = 0, х = 4. 
1576. x = 12 cos 2 +- 5 sen £, у = 5 соз 2 — 12 sen t. 
1577. = = а сох? t, у = a sen? t. 

p = 4/соз (0 
а соз Ө, . 
sen? a (a la derecha de la semirrecta Ө = 1/2.) 
p = asen 30 (el área de un bucle). 
р = 2 cos 0, р = 1 (fuera del círculo p = 1). 


л/3. 


$ 4. Cálculo de la longitud del arco 
de una curva plana 


la, b] es suavo (o sea, la derivada 
d del arco respectivo de esta curva 


una curva y = f(x) en un pe te 
f' (2) es continua), инн la longi! 
ictermina рог la fórmula 


{и 


Al definir paramétricamente jas ES ORO 
son funciones derivables continuas), la longitud del arco Че Та curva, correspon- 
diente a la variación monótona del parámetro ¢ desde 2, hasta ty, se calcula 


por la fórmula 
4 

L= f Varia. 
i 


Si una curva suave está definida on las coordenadas polares por la ecuación 
p=p (0), а < 0 < В, entonces la longitud del arco es igual 


fa î VAT. 


1583. Hallar la longitud del arco de la curva y? = 22 desde z = 
hasta z = 1 (y >0). 
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Resolución. Derivando la ecuación de la curva, hallamos y' = (8/2) z 14. 
Do este modo, 


{ут раа (144 уе 
ò 


Eva). 
1584. Hallar la longitud del arco de la curva z = cos? t, у = 
= sen5 £ desde t, = 0 hasta t, = 2/2. 
Resolución. НаПашоз las derivadas con respecto al parámetro t: i= 
= —5 cost { sen t, y = 5 sent £ cos і. Por lo tanto, 


ИА 
L= \ М5 соз“ t son 02 (5 зеп* £ cos 1)? dt = 
5 
э эг 
ү 65,5 36 
=5 | sen teos y тонет аг | sen 
g a 
мз 
5 Ta. 5 
=) МТЗ созг 2/4 (сөз) = 5 
a 


5 Е үт 


1585. Hallar la longitud del arco de la curva р = "uos (0/3) 
desde 0, = 0 hasta 0, = 1/2. 


Resolución. Tenemos p — sen? (0/3) соз (0/3). Por consiguiente, 


ARA 


IN 
ў =4 a3 Vd. 


Calcular las longitudes de los arcos de las curvas: 
1586. y = Іп sen z desde z = 3/3 hasta г = л/2. 


1587. y= (215)73/2 018/23 entre los puntos de inter- 
sección соп el eje Oz. 


1588. y = 22/2 desde z = 0 hasta z = 1. 

1589. y = 1 — In cos z desde z = 0 hasta z = л/6. 
1590. y 

1591. = 


1593. т = 8 sent + б cost, у = б sent — 8 cos £ desde t = 0 
hasta t = л/2. 

1594. z — 9 (t — sen t), y = 9 (1 — cos 0) (longitud del arco de 
una onda de la cicloide). 

1595. p desde Ө=0 hasta Ө = л. 

1596. р = a sen Ө. 

1597. p = а сох? (9/3) desde Ө = 0 hasta Ө = 2/2. 

1598. р = 1 — cos 0. 


§ 5. Cálculo del volumen de un cuerpo 


1. Cálculo del volumen de un cuerpo por las áreas conocidas de 
transversales, Si el área de la sección de un cuerpo por un plano ре 
al eje Oz puede ser expresada como función de z. o sea, de la form: 
а < > < б, entonces el volumen de la parte del cuerpo comprendí 
planos z = а y z = b perpendiculares al eje Oz se determina por 


fórmula 


2, Cáleulo del volumen de un cuerpo de revolución. Si un trapecio curvilineo 
jitado por la curva y = / (т) y las rectas у = 0, т = а, z = b gira alrededor 

del eje От, entonces ol volumen del cuerpo de 
y, revolución se calcula por la fórmula 


V¿=x f dz, 


4 A 
limitada por las curvas y, = 

A Т0 «9 0) а (ol y 

. х= b gira alrededor del 

o Т 2 х је Ox, entonces el volumen del cuerpo de 

revolución 
Гаа. 
Fig. 43 1599. Hallar el volumen del cuerpo 


engendrado por la revolución en torno 
al ojo Ox de la figura limitada por la curva у? = (z — 1)? y la 
recta z = 2 (fig. 43). 


Resolución. Tenemos 


2 2 
уел [marx ааа 
ү, 1 


Ex (unidades cúbicas). 


1600. Hallar el volumen de un cuerpo que tiene por base un trián+ 
gulo isósceles de altura h y base a. La sección transversal del 
cuerpo es el segmento de una parábola con la cuerda igual a la altura 
del segmento (fig. 44). 
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1 esolución, Tenemos | АВ | = a, | OC | =h, | MK| = | PEL 10к| = 
= 2. Expresamos el área de la sección transversal como función de = para lo 
с al hallamos previamente la ecuación de la parábola. La longitud de la cuerda 


Fig. 45 


DE se puede determinar a partir de la semejanza de los triángulos respectivos, 
a saber: 


| DE j/a = (h — z)h, о sea, | DE | = a (h — z)ih = | MK]. 
Tomamos | DE | = m, entonces la ecuación de le parábola en el 

de coordenadas и Ко tendrá la forma 
área de la sec 
тут 


аў roja 


stema 
e > из, De aquí encontramos el 
ón transversal del cuerpo dado: 


2 
‚о bien 5 (2)==, 


lallar los volúmenes de los cuerpos engendrados por la revolu- 
ción en torno al eje Ox de las figuras limitadas por las líneas: 
64 


1601. y= a? = 8y. 
1602. y? = z, 
1603. y=V ze, z=1, y=0. 


1604. y = 22/2, у = 12/8. 

1605. Hallar el volumen de un cuerpo limitado por los planos 
т = 1, x = 3 si el área de su sección transversal es inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia entre la sección y el origen 
de coordenadas, y рага z = 2 el área de la sección es igual a 27 
(unidades cuadradas). 

1606. Hallar el volumen de vna cuña cilíndrica por sus dimen- 
siones indicadas en la fig. 45 (problema de Arquímedes). 
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1607. Un vaso cilíndrico con agua lleva introducido un parabo- 
loide de revolución vuelto con el vértice hacia abajo. La base y la 
altura del paraboloide coinciden con la base y la altura del vaso 
Hallar el volumen del agua que queda en el vaso sí el radio de su 
base es igual a r y su altura es igual a A. 


$ 6. Cálculo del área de una superficie 
de revolución 
Si el arco de una curva suave y = f (z) (a <= < b) gira alrededor del 


eje Oz, entonces el área de la superficie de revolución se calcula por la fórmula 
b 


se=2a | уугу. 


Sila curva está definida por las ecuaciones paramótricas z = z (t), y = y (0) 
(ti < t< t), entonces 


t 
5,=2л Es Калеш. 
^ 
1608. Hallar el área de la superficie engendrada por la revolución 
en torno al eje Ох del arco del sinusoide у = sen 2z desde х = 0 
hasta к = л/2. 
Resolución. Hallamos у” = 2 cos 2z; entonces 


aya 
2л y sen 2z Y/ TF4 cos? 2z dz. 
о 


5, 


Efectuamos el cambio do la variable: 2 соз 22 = г, —4 sen 22 dz = dt, 
sen 22 dx = (—1/4) dt. Determinamos los límites de integración con respecto 
atsr=0,t=2 si z = л/2, t= 

De este modo 


Ё 
7 | И®ш= 


-2 
зем | VIFR(—7) а= 
3 


= [Ж Иан e уг] ‚= 


[j 


2 


= [2 V5+1in (V5+2] (unidades cuadradas). 


Hallar las áreas de las superficies engendradas por la revolución 
en torno al eje Oz de los arcos de las curvas: 

4 2 ch (2/2) desde z = 0 hasta z = 2. 
z? desde z = 0 hasta z = 1/2. 


1612. z = t — sen t, у = 1 — соз! (área engendrada рог la 
revolución de un arco). 


$ 7. Momentos estáticos y momentos 
de inercia de arcos y figuras planas 


Supongamos que en el plano z0y está representado el sistema de los puntos 
materiales A, (z1; уз), Аз (Za; уз), An lan; Ул) con las masas ту, та, ... 
mp. Se Mama momento estático M, de este sistema con respecto al eje От 
la suma de los productos de las mañas de estos puntos por sus ordenadas: 
ken 
Му= У) тыу. 
1 


Análogamento (como suma de los productos de las masas de los puntos por 
sus чада se determina el momento estático del sistema con respecto al 
eje Oy: 
н 
My= Y тулу. 
—% 


Se denominan momentos de inercia Iy e Т, del sistema con respecto a los 


ejes Oz y Oy a las sumas de los productos de'las masas de los puntos рог los 
cuadrados de sus distancias al eje respectivo, De este modo, 


hen hen 
= У тий у= Y ты]. 
=“ 1 


Por momentos estáticos y momentos de inercia do los arcos y figuras planas 
se toman los momentos respectivos de las masas convencionales distribuid 
uniformemente a lo largo de estos arcos y figuras con densidad (lineal o de super- 
ficie plana) igual a la unidad. 
Los momentos estáticos y los п 
plana y 


entos de inercia del arco de una curva 
f (2) (а © z < b) se calculan per las fórmulas: 


А b b 


» 
mef val; м,= { zdi; h= $ yal; = { а, 


donde dL= У Т0 йг es la diferencial del arco de la curva. 

Los momentos estáticos y los momentos де inercia de un trapecio curvilíneo 
limitado por la curva у = / (z), por el eje Oz y por dos rectas z = a y z = b, 
se calculan por las siguientes: 


а абз» 


En estas fórmulas dS = y dz es la diferencial del área del trapecio curvilíneo. 
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1613. Hallar el momento estático y el momento de inercia de la 


semicircunferencia y = YT — 2% (—r < т < r) respecto al eje Oz. 
Resolución. El momento estático M, lo calculamos por la fórmula М, = 


ydL, donde а= УТУ dz, y = —з/\/ 72%. Entonces obtendremos 


VA har | ази, 


ao 


My j Итті 


Determinamos el momento de іпегсіа respecto al eje Ол: 


бе ma \ may + 


Efectuemos la sustituci 
ar, t=1/2, Por consig: 


З 7 г соз! йй = 


(1-+cos 20) а=, 


1614. Hallar el momento de inercia de la elipse z = а cost. 
y = b sen £ respecto al eje Oy. 


Resolución. El momento de inercia del área de la elipso respecto al eje 


а 
Oy es igual a Г, = f 21 dS, donde dS = 2y dz. A partir de las ecuaciones para 


métricas do la elipsa encontramos dS = 2b sen t-a (—sen £) dt = —2а sen? t dt. 
de donde 


о o 
1=2 \ а* cost (—2absen? 1) dt=—40% | son? t cost tdt= 
л? а/2 


ар 
a% | (1—cosár) at 
b 


ь 


4 


1615. Hallar los momentos estáticos y los momentos de inercia 
del arco de la astroide z = а cos? t, y = а sen ? t que está еп el 
cuadrante I (fig. 46). 


Resolución. En virtud де la simetría de la astroide respecto a los ejes de coor- 
denadas, M, = My, 1, = Iy. Por eso es suficiente calcular los momentos res- 
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pecto al eje Oz. Para el cuadrante 1 tenemos 0 < t < a/2. Encontramos 
аһ =утр + у = За sen t cos t dt, 
b А5 ч? 
м.= {а a-sen? t-3a sen £ соз! = sent | 
a % 


è 2/2 eo, 
dz ї Pil- | a? sent -За sen t cos t dt=- a? sent t \ =, 
2 о з 
De suerte que My = My = (3/5) at; Г, = 1, = (3/8) a. 
1616. Hallar el momento de inercia de un segmento parabólico 
en el cual la cuerda sea igual a a y la flecha respecto a la cuerda sea 
igual a h (fig. 47). 


Resolución, Tenemos | АВ | = a, | OC | = h. La ecuación de la parábola 
se escribe de la forma y = h — Nz*, donde el coeficiente indeterminado № 


У 


0) pertenec 
onsiguiente, 


h — 4hz?/a?. Ahora hallamos el momento de inerci: bucado: 
aja aa 
UP ү áh a)n 
L=>3 1 әве | (к= A =) а= трн. 
КА з 
1617. Hallar el momento estático у el momento de inercia del 
arco de Іа catenaria y = £ (ех/в + e-/0), donde 0< 1< a, respecto 


al eje Ол. 

1618. Hallar el momento estático y el momento de inercia de un 
triángulo que tenga la base a y la altura h respecto a su base. 

1619. Hallar el momento de inercia de un segmento parabólico 
limitado por la parábola y = 4 — a? y la recta y = 3 respecto al 
eje Ог. 

1620. Hallar el momento de inercia de un rectángulo que tenga 
por lados a y b respecto al eje de simetría del mismo. 

1621. Hallar el momento polar de inercia de un círculo con 
diámetro d, o sea, el momento de inercia respecto al eje que pasa por 
el centro del círculo y es perpendicular a su plano. 
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$ 8. Determinación de las coordenadas 
del centro de gravedad. 
Teoremas de Guldin 


Las coordenadas del centro de gravedad del arco homogéneo de una curva 
Plana y = f (z) (а < = < b) se expresan por las fórmulas 


a 
r=- | vaz, 


tud del arco. 
4 de un trapecio curvilíneo se calcu- 


donde 05 = уйг, y S es el área de la fig 


Teoremas de Guldin 


Teorema 1, El área de una superficie engendrada por la revolución del arco 
de una figura 'plana alrededor de un eje que esté en el plano de esta curva y no la 
corte, es igual а la longitud del arco de la curva multiplicada por la longitud de la 
circunferencia descrita por el centro de gravedad del arco. 

Teorema 2. El volumen de un cuerpo engendrado por la revolución de una 
figura plana alrededor de un eje que no lo corte y esté en el plano de la misma, es 
igual al producto del área de esta figura por la longitud de la circunferencia descrita 
por el centro de gravedad de la figura. 


1622. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco 
de la catenaria у = a ch (2/0), —a<z<a. 

Resolución. Como la curva es simétrica con respecto al eje Oy, su contro 
de gravedad está sobre el eje Oy, о sea 2 = 0. Queda por encontrar y. Tenemos 
07 = sh (а/а); entonces ¿L=Y/ TF sh? (za) dz= ch (2/a) dz; la longitud del arco 


t= | игы =2 


Por lo tanto, 


smir | а) аата 


qir (102) GARA рв, 
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1623. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de una 
figura limitada por el arco de la elipse z = a cos t, y = b sen t, 
situado en el cuadrante I, y por los ejes de las coordenadas, 


Resolución. En el cuadrante 1 al crecer z desde0 hasta a, el valor de £ decrece 
de 1/2 a 0; por eso 


Aplicando la fórmula del área de la elipse S = nab, obtendremos Z 
= (4a3b)/(3xab) = (4а): 
Análogamente determi 


т о 
1f 1 { 
чу | иа | btsentt(—a son i) dt= 
d an 
б 
2а ү эһ 


| eos paterno 


пар 


Do este modo, 2 = 4a/(3a), Y = 46037). 


1624. Hallar las áreas de las superficies y los volúmenes de los 
anillos (toros) engendrados por la revolución del círculo (x a)! + 
+ (y — b)? < r? alrededor de Jos ejes Ox y Oy (а > г, b >»). 

Resnlución. Si ol circulo gira on torno al eje,Oz, el centro de gravedad está 
alojado a partir del eje de revolución a la distancia В; por eso el área de la super- 
ficie, según el primer teorema de Guldin, а 5, == 2ar-2nb = блар 
y el Volumen, conforme al segu es igùal a art2nb = 
2л%Ьг%, 

Si la revolución se efectúa en torno al 
gravedad Че! círculo al eje Oy es igual a a. 
V= an 2л?аг®. 

1625. Hallar, valiéndose del teorema de Guldin, las coordenadas 
del centro de gravedad del cuadrante del círculo а? + y? < r°. 

Resolución. Al girar el cuadrante del círculo alrededor dl eje Oz obtenemos 
una semjesfera cuyo volumen es igual a У = (1/2) (6373/3) = 2ar"/3. De acuerdo 
соп el segundo teorema de Guldin V = (ar2/4)-(219). De aquí у = 2V/(a3r2) = 
= 2.2ar3/(32%r2) = ár/(3a). El centro de gravedad del cuadrante del círculo 
está sobre el oje de simetría, o sea, sobre la bisectriz del ángulo 1 de las coorde- 
nadas y por eso 7 = p = Ár/(3a). 


Oy, la distancia del centro de 
а = Antar, 


1626. Hallar las coordenadas de los centros de gravedad de la 
semicircunferencia y -— V 722 y del semicírculo limitado por esta 
semicircunferencia y el eje Oz. 

1627. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de una 
figura limitada por las líneas z = 0, т = л, у = 0, y = созт. 

1628. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de un seg- 
mento parabólico limitado por las líneas y = 4 — 1°, y =0. 


зи 


1629. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco de 
la astroide т = а cos? t, y = а sen? t (en el cuadrante 1). 

1630. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura 
limitada por las líneas y = 2z — 2°, y = 0. 

1631. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura 
limitada por las líneas z = 0, z = д/2, у = 0, y = sen л. 

1632. flallar, valiéndose de un teorema de Guldin, el volumen 
de un cuerpo engendrado por la revolución de un semicírculo de radio 
r alrededor de la tangente paralela al diámetro. 

1633. Valiéndose de un teorema de Guldin, demostrar que el 
centro de gravedad de un triángulo está alejado de su base a una 
tercera parte de la altura. 


Indicación. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la revolución 
del triángulo en torno a la base. 

1634. Valiéndose de un teorema de Guldin, hallar el volumen del 
cuerpo engendrado por la revolución de ир rectángulo, que tiene por 
lados 6 y 8, alrededor de un eje que pase por su vértice perpendicular- 
mente a la diagonal. 


$ 9. Cálculo de un trabajo y de una presión 


Un trabajo de una fuerza variable X = j (z) que actúa en el sentido del eje 
Oz sobre el segmento Ley, ту] se calcula por la fórmula 
= 
A= \ адак. 
de 
Para calcular la fuerza de presión de un liquido se utiliza el principio de 
Pascal de acuerdo con el cual la presión ejercida por un líquido sobre una plata- 
forma es igual а su área 5 multiplicada por la profundidad de sumersión A, 
la densidad р y la aceleración de la gravedad g, o sea, 


Р = pghs. 


1635. ¿Qué trabajo se necesita efectuar para estirar un resorte 
en 4 cm ві se sabe que sometido a la carga de 1 N el resorte se estira 
1 cm? 

Resolución. Conforme a la Jey de Hooke la fuerza X N que estira el resorte 
en z m es igual a X = kz. Determinemos el coeficiente de proporcionalidad k 


partiendo de la condición siguiente: si z = 0,01 m, entonces Х = 1 N; por lo 
tanto, k = 1/0,01 = 100 y X = 100:. Entonces 


с“ 9.04 
- ў 1007 dr= мыз | = J. 
è 


1636. ¿Qué trabajo realiza una grúa al extraer un estacón de 
hormigón armado del fondo del río de 5 m de profundidad si el esta- 
cón tiene la forma de un tetraedro regular con arista de 1 m y la 
densidad del hormigón armado es de 2500 kg/m? (fig. 48)? 
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Resolución. La altura del tetraedro à =1/8/3 m, el volumen del tetraedro 
V æy 2/12 пә, El peso del estacón sumergido en el agua 
P = (1/12) -/2.2500-9,8 — (1/12). V Z-1000-9,8 = 1225/2N, 


por eso el trabajo necesario para extraer el estacón hasta el momento en que su 
vértice aparecerá sobre la superficie del agua es igual a 


Ао = 1225/27 (5 — һу = 1225Y 2(5 — Y 8/3) œ 7227,5 J. 


Ahora determinemos el trabajo A, necesario para extraer del agua el esta~ 
'Npongamos que el vértice del tetraedro ha salido a una altura de 5 + y, 


Fig. 48 Fig. 49 


entonces el volumen del pequeño tetraedro que emerge del agua es igual a 
8y 3y*/8 y el peso del tetraedro 


Por consiguiente, 
‚ 
24500 175 9800 
а= | ( үз— Ж. 
i 


vas 
= \ (1225 Y 2-- 3675 Y 3 уз) du 
b 


De aqui 
A = As + Ау = 7227,5 + 2082,5 = 9310 J = 9,31 kl. 

1637. Hallar el trabajo realizado para extraer el agua de una tina 

que tiene forma de semicilindro de longitud a y radio r (fig. 49). 

Resolución. El volumen de una capa elemental de agua que se encuentra 


a Ja profundidad z y tjene longitud a, ancho m = Ty espesor de, es 
igual a 


dV = am dz = ау A zè dr. 


зз 


El trabajo elemental efectuado para elevar esta capa а la altura z es igual 
а dA = 2pgaz Ут — т® dz, donde p es la densidad del agua. Por lo tanto, 


А=?аре į aVF dr= —apg (asa, рка. 
ПШ 


1638. Un tubo de agua es de б cm de diámetro. Uno de sus extre- 

mos está unido con un depósito en el cual 
el nivel de agua es 100 cm más alto que 
el borde superior del tubo y el otro extre- 
[ix mo está tapado por una mariposa. Hallar 


o 


la presión total que es ejercida sobre la 
mariposa. 
к Resolución. агїрова es un círculo de 


3 ст de radio, Dividimos el área de este circulo 
Fig. 50 en elementos, о sea. en bandas paralelas a la 
superficie de agua. El área de un elemento así 
que está a la distancia y a partir del centro es 
igual (con exactitud hasta infinitésimos de orden superior) a 4 S=2Y ў—у# dy, сп. 
jeterminamos Ја fuerza de presión a la cual se somete este elemento: 
dP = 2pg (103 — y) VI y? dy = 1960 (103 — уруб у? dy dinas 
daqui р = 1 giem’). Por consiguiente, 
3 
P=1960 | доз VISP dy 
-3 


- 1960 [ 103 (+ иу 

980-9271 = 008 4607 org 

1639. Hallar la presión que ejerce el agua sobre una pared vortical 
que tiene forma de semicírculo, cuyo diámetro es de 6 m y está 
sobre la superficie de agua (fig. 50). Densidad del agua р = 1000 Килт. 


Resolución. La diferencial de la presión ejercida sobre una plataforma ele- 
mental se expresa del modo siguien: 


ар = 2pgzy 9 — 11 dz = 19 6007 Y I— 2% dz. 


5): 0-р 


De aquí 
Н 
P=1960 | a y r d: 
5 
1640. Determinar la presión que la gasolina que está en un depó- 
sito cilíndrico, cuya altura А = 3,5 m y el radio de la base r = 
= 1,5 m, ejerce sobre las paredes del mismo si p = 900 kg/m?. 
Resolución. El elemento de la presión que se ejerce sobre la superficie de la 
pared en la banda separada so expresará así: dP = pg-2arz dz. De aquí 
h 


P=2arpg { ж de=penrht=9,81-1 5 3,5°-900 == 161 7001 N = 161,7 л kN. 


"52 (Pear ы 176400 №= 176,4 kN. 
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1641. ¿A qué presión está sometida una placa rectangular de largo 
a y de ancho b (a > b) si se halla inclinada con respecto al horizonte 
del líquido bajo un ángulo «a у su lado mayor se encuentra а una 
profundidad A (fig. 51)? 
Resolución. El área de una banda elemental separada a la profundidad z 
al а dS = (a/sen а) dz. Por lo tanto, el elemento de la presión аР = 
= (azpg/sen а) dz (р es la densidad del líquido). De aquí determinamos 


hromna н 
Papa ai r A һб _ 
sena seng 2 ln 


apg 


1 


q U(t- 25% sen a+b? sen? а) — Ле] = abpg СЕЗ bsna). 

1642. Hallar la presión ejercida sobre una placa que tiene la 
forma de un trapecio i eles, con las bases a y b y la altura №, 
y está sumergida en un líquido a la profundidad с (fig. 52). 


Fig. 51 


Resolución. El área de una banda elemental se exprosa asi: 
donde 1 = (b — a) (z — ¢)/(2h) (1 se determina a partir de | 
triángulos). Por consiguiente, 


= (a + 20) de, 
mejanza de los 


~ a420) ог. 


1643. Determinar el trabajo realizado para extraer el agua de un 
recipiente cónico, cuya base es horizontal y se encuentra debajo del 
véritce, si el radio de la base es igual a r y su altura es Л. 

1644. De una cisterna cilíndrica se extrae un líquido. ¿Qué 
trabajo se necesita realizar si la longitud de la cisterna es igual a a 
y su diámetro es d? 

1645. Por la grúa, con ayuda de un cable sujetado en el vértice, 
se eleva del agua una piedra de forma cónica. Hallar el trabajo 
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realizado para extraer completamente la piedra del agua si el vértice 
del cono se encontraba en la superficie de agua. El radio de la base 
del cono es de 1 m, la altura es de З т, la densidad es de 2,5 glem*. 


Indicación: aqui Р (y) = 14 7001 + (9800 


27) ay? N. 


1646. Un cono recto de fundición, cuya altura es de 40 em y el 
radio de la base es también de 40 cm, se encuentra sobre el fondo 
de un depósito lleno por completo de aceite de petróleo. Determinar 
el trabajo que se necesita efectuar para extraer esto cono del depósito 
si la densidad de la fundición p, = 7,22 g/cm? y la densidad del 
aceite de petróleo р, = 0,89 дст. 


Indicación: aquí Р (y) es igual al peso del cono 
de petróleo desaloja: 


renos el peso de la masa 


ol agua por la parte del cono, о sea, Р (y) = Jn-40'pg— 


1 
402 Laya) par dinas. 
2-40 quer) oae dinas. 


1647. Una botella cilíndrica de 24 em de diámetro y 80 cm de 
largo está lena de gas bajo una presión de 2 kPa. ¿Qué trabajo hace 
falta realizar comprimiendo isotérmicamente el gas, para que su 
volumen se reduzca a la mitad? 

1648. Una placa triangular está sumergida, con el vértice vuelto 
hacía arriba, en un líquido cuya densidad es igual a p. Determinar 
la presión que el líquido ejerce sobre la placa si la base del triángulo 
es igual a a y su altura es Л. El vértice del triángulo está sobre la 
superficie, 

1649. Determinar la presión que ejerce la gasolina, contenida 
en un depósito cilíndrico e altura % 4m y el radio r = 2 m 
(p 900 kg/m*), sobre las paredes del recipiente a cada metro de 
profundidad. 

1650. Una placa redonda de diámetro está sumergida en un 
líquido de densidad p de modo que toque la superficie de éste. 
Hallar la presión que el líquido ejerce sobre la placa. 

Componiendo las sumas integrales respectivas y efectuando el 
paso al límite, resolver los problemas siguientes: 

1651. Hallar la masa de una barra de 100 cm de longitud si la 
densidad lineal de ésta varía según la ley ё = (202 + 0,1522) g/cm, 
donde = es la distancia a uno de los extremos de la barra 

1652. La velocidad de un punto varía según la ley v= 
= (100 -+ 81) m/s. ¿Qué camino recorrerá este punto durante el 
intervalo de tiempo 10, 10)? 

1653. Un punto se desplaza por el eje Oz a partir del punto 
М (1; 0) de modo que su velocidad sea igual а la abscisa. ¿Dónde se 
encontrará este punto dentro de 10 s después de comenzar su movi- 
miento? 

1654. La velocidad de un punto varía según la ley v= 
2 (6 —2) m/s. ¿Cuál será el máximo alejamiento del punto a 
partir del comienzo de su movimiento? 
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$ 10. Algunas nociones sobre funciones 
hiperbólicas 


1. Funciones hiperbólicas 


Se llaman funciones hiperbólicas a las definidas por las igualdades: 


cotangente hiperbólica. 


El coseno biperbólico es una función par, o sea, ch (—z) = ch z, mientras 
que el sono hiperbólico, la tangente y cotangente hiperbólicas son funciones 


impares: sh (—2) = —sh z, th (—x) = —th z, cth (—z) = —cth z. 
y 
У 
Y=shx |y=chx 
Уј 
1 
ol ГЕП 
7 х 
o x m i 
Fig. 53 Fig. 54 Fig. 55 


h0=4, сећа sh? r= 1, 


Es útil tener en cuenta que sh0 
th reth z= 4. 

Los gráficos de las funciones hiperbólicas y = sh z, y = ch z e y = th z 
se muestran, respectivamente, en las figs. 53-55. 

El gráfico de un coseno hiperbólico se llama catenaría. La catenaria es línea 
de comba de un hilo pesado suspendido de dos puntos. 

Las derivadas de las funciones hiperbólicas se determinan por las fórmulas 
(hay = chr, (cha) z, (hay = 4/ch?z, (cth z) = —1/sh? z. 

Para integrar las fun hiperbólicas tienen lugar las fórmulas 


f shzdz=chz+C, | ch zdr=sh z 


de i dr > 
[а= ES —ethz+C. 


с, 


1655. Demostrar la validez de la igualdad 
sh (z + a) = sh z ch a + ch z sh a. 
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Resolución. Según la definición del seno hiperbólico tenemos 
дна e-tal 
dy ES 


2 


= chz — sh z, en = ch 


xea 


Como ex = ch z > sh r, en sha, ета = ch a — 


— sh a, entonces 


EA (ch z +sh z) (ch ash a)— (ch z—sh z) (ch a —sh a) 
зъби # 


Cumplidas las transformaciones algebraicas, obtenemos 
sh (х — а) = sh z ch a +- ch x sh а. 
1656. Expresar ch (= + a) por las funciones hiperbólicas de los 
argumentos т у а. 


Resolución. Derivando respecto а z la igualdad 


sh (z + a) = sh z ch a ~+- ch z sh a, 
obtenemos 
ch (х + а) = chzcha + shx sha. 
1657. Expresar sh 22 y ch 2r por medio de sh z y ch z. 


Resolución. Tenemos 
sh 2r — sh (x o2)=shache+chzshx, ch 


= ch (z + z) = 


ch z ch z + sh zsh z, 
о sea, 
sh 2x = 2shzchz; сћ 22 = ch? z + sh? z. 


1658. Expresar ch?x у = = mediante el ch 2z. 


Resolución. Resolviendo el sistema de ecuaciones 


(85 psi? с = ch 2r, 
һа хг 1 


respecto a ch? х y sh? z, obtenemos 
сМ х = (ch 2z + 4)/2, а ғ = (ch 2 — 1)/2. 


1659. 1) Expresar las funciones hiperbólicas ch zi y sh xt del 
argumento imaginario por sen х у соз х. 


Resolución. Encontramos 


хі 
shzi bsenz, ch а=" соз =. 


Do suerto que sh zi = Г-веп z, ch zi = соз z. 


2) Expresar la función trigonométrica sen xi у cos zi de 
argumento imaginario, por medio de sh х y ch z. 


Resolución, Reemplazando en las fórmulas sh хі = isenz y chzi = 
= cos z (problema 1659) zi en lugar do z, obtenemos: 


sh(—x) 


shzi?= isen zi, es decir, зеп zi— 


= ish, 


ch zi?=cos zi, o sea, cos zi= ch (—z) = ch z. 
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De este modo, sen zi = ¿sh z, cos zi = ch z. 


1660. ¿Qué línea se define por las ecuaciones paramétricas 
z= acht, z= asht para a > 0? 


Resolución. Eliminamos de estas ecuaciones t, para lo cual restamos у? 


de 22: 


а? (ch? г — sh? t), о sea, 22 — y? 
La curva 22 з es una hipérbola equilátera de cuyas asíntotas sirven 
las rectas y = +z. La curva dada es la rama derecha de esta hipérbola, ya que 
z= ach t> 0 para cualquier £ (fig. 56). 

1661. Un punto M se encuentra en la rama derecha de la hipér- 
bola equilátera z = a ch t, y = asht. Desde el punto M se baja 


Fig. 56 Fig. 57 


la perpendicular MN al eje de las abscisas y este mismo punto está 
unido por el segmento OM con el origen de coordenadas. Desde el 
vértice A de la hipérbola se traza la perpendicular AX hasta inter- 
secarse en el punto К con el segmento OM (fig. 57). Demostrar que 
INM|:a=sht, ¡ON |:a=cht, |AK |:a = tht. 

Resolución. Tenemos 

|NM]:a=y:a=sht. |ON|:a=zx:a=cht, 

ТАК а= ММ: ON = (МА: ар ON | : а) = sh ticht = tht. 

1662. 1) Un punto M se encuentra еп la rama derecha de la 
hipérbola equilátera z = ach t, у = ash t. Calcular el área del 
sector hiperbólico limitado por la rama de la hipérbola, el eje de 
las abscisas y el segmento OM (fig. 58). 


х 


Resolución. Tenemos 5 = 5оум — Sanm = i zy — ( y dz. Puesto que 


z=achte y= asht, йг = ash tdt, de donde 
t 


. 
a? sh t-ch ta? (E 
è 


1 


s= 


(ch 244) dt= 


эби 


ы аз 
hg а%зһ2!-4-5- 


De este modo £ = 25/a?. Así, pues, el argumento £ de las funciones hiper- 
bólicas se puede considerar como el cociente obtenido de la división del área 
duplicada del sector hiperbólico OA М por el cuadrado del semieje real. 

2) Para la catenaria y = kchŽ, donde k = 75, establecer 


la dependencia entre la longitud del arco ACB = S, la horizontal 1 
y la vertical h con las distancias de los puntos de suspensión (fig. 58a) 


Fig. 58 . 58a 


Determinar la componente horizontal de ten: 
lineal del hilo р = 200 N/m, 5 = 40 т, Г 
Resolución. Sean А (х1, yı), В (x3, Va). Entonces, 


ES РЕЧ 
(A 


ón Ty, si la densidad 
20 m, h = 8 m, 


largo dol arco será S= (УТТУ а үз pam 


а 
2; 2) apah FISEL eh FLET aksh 
=r (sh 2 —sh 5) =2k-sh 2 #1 ch БЕГ oresh 
Como ch? u—sh? u= 1, entonces, st —h%=4H% sr, lo ¡que determi 
dependencia entro S, 1 y 4, que se puedo escribir asf: SHUE Y т 
Do esta relación, conociendo S, 1 у Л, se puede determinar el parámetro 
«=Т=, y luego la componente horizontal de la tensión Т = др. Designamos 


Б shu _ VS 
зр“ entonces, —— ыр нса 


shu 


mos la ecuación =r == 


.8/B=1,96. Obtene- 


96, de la cual, 


obtenemos con ayuda de la tabla, la raíz de u: =2,15, de aquí, 
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shu 
u 


ту =4.65 [m] y T«=kp=4,65-200=930 N. De este modo, 


Ec а 
> donde и= 9: Г. = 0р 930 №. 


3) Determinar la flecha f de flexión del hilo en el ejercicio 
1662, 2), si los puntos de suspensión se encuentran a igual altura 
(es decir, yı = уз, h = 0, arco А'СВ, fig. 58а). 


Resolución. [=0D—0C=y,—ye=kch @-® poro FÈ 27, y y= 
entonces, {=k (ch И 1) =x.( o a „ЖЛ )= 
7 е" 2k NES Т STE 1785 Ed 
„shu _ S $: Ё e и 
Para h=0: EL = 2, es decir, el arco A'CB r =i (1+5 + 
ә. ) кн а ск р.а 
Тар озу» ЗЕ? TIROTEO + 


Hemos obtenido: / = Ж ys xitam. Eliminando k, tenemos: 5 =1-+ 
+ у а ir ds. 

1663. Hallar las derivadas de las funciones: 

1) у= 1а (ch z+ Y ch х--1); 2) y=5 sh? (2/15) 4-3 sh? (2/ 
3) y =2 arctg (th (2/2); 4) y=thz— thz thz; 5) y= 
= arcetg (1/sh 2); 6) y- 1n th (22/4). 


1664. ¿En qué punto de la catenaria y=ch z 1а tangente 
forma con el eje de las abscisas un ángulo æ — 2/4? 


1665. Investigar la función у =ећ -2. — 1 determinando su 
extremo. 

1666. Hallar las integrales: 1) | зоа z da; 2) | sht æ dz; 
año li AR k С Ж sh (7/2) E 
т) f sh zsen z dz; 5) 225 
х (2/3) ch? (2/3) de. 


de; 6) {һә х 


m(t 
1667. Calcular Jas integrales definidas: 1) 


mo аз 
ИГА 

% è 

1668. Expresar sh (x - a) y ch (z — a) por las funciones hiper- 
bólicas de los argumentos z y a. 


1669. Expresar th (z + a) y th (z — a) por medio de th x y th a. 
Hallar th 2r. 


1670. Expresar por сһ т las funciones hiperbólicas del medio 
argumento de sh (2/2), ch (2/2) y th (2/2). 
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1671. Reducir a una fórma cómoda para determinar por logarit- 
mos las expresiones sh z + sh y, cha + ch y, th z + th y. 

1672, Expresar shz y сһ por medio de th (2/2). 

1673. Representar los productos de las funciones hiperbólicas 
sh z ch y, shzshy, chzch y en forma de sumas. 

1674, Calcular el área limitada por la curva y = sh z y las rectas 
z=In5, y = 0. 

1675, Hallar la longitud del arco de la curva y = а ch (2/0), 
comprendido entre las rectas z = 0, х= а 

1676. Sobre la recta z = a ch t, y 
M у N correspondientes a los valores de t 
Calcular el área del sector OMN. 

1677. ¿Qué línea se define por las ecuaciones х = alch t, y = 
= bihi si a> 0, ро 0? 

1678. ¿Qué línea es definida por las ecuaciones z = ch? t, y = 
= sh? 0 


“sh £ se dan los puntos 
tı y t= ta (h < t). 


1679. Se da sen æ = th t. Expresar cos а y tg а por medio de 2. 

1680. Simplificar la expresión (cos 2 ch y + ¿sen x sh у)? — 
— (cos z sh y -- ¿son z cos y)?. 

1681. Simplificar la expresión (х ch t -+ y sht)? — (xsht + 

+ y ch 0). 


1682. Demostrar las identidades: 


1) (ch z+ sha)" = ch nz +sh nz; 


2) сапа E L ma a eA 
z 2 


3) shnz 


res 
LESA chem 


1683, Utilizando las igualdades sh" x= 
ERE, demostrar que 


сећа =-р-сһ3г---сһх, shtz=pshór— За 4E sh e. 


2. Funciones hiperbólicas inversas 


En correspondencia con las funciones trigonométricas (circulares) inversas, 
зе definen las funciones hiperbólicas inversas. Si z = sh y, entonces, mediante 
Arsh z designamos el argumento del seno hiperbólico (la expresión «Ar» se 

quí como símbolo de área), es decir, y es el área del seno hiperbélico 
‚ De un modo análogo se definen las restantes funciones hiperbólicas 
inversas: у = Ar ch z; у = AF th z, y = Ar cth z. Las funciones hiperbólicas 
inversas se expresan por medio de funciones logarítmicas: ÁT sh z 
In ER VEFA), Archz= ln (z+ У) = +n («+ Y 21) 
ch y> 1, y el doble signo se debe a que, a cada valor de la función ch z le 
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corresponden dos valores del argumento y): 


Arth==-lo ZE, para 1211, 
Ага ха EL, para [21>1 


Los gráficos de las funciones hiperbólicas inversas corresponden al reflejo espe- 
cular de los gráficos de las correspondientes funciones hiperbólicas con respecto 
а las bisectrices de los ángulos 1 y 111 de las coordenadas, 

Observemos algunas propiedades de las funciones hiperbólicas inversas: 

1) y = Ar sh z es una función impar, unívoca, con campo de definición 
оо < т < +o, con crecimiento monótono desde —co hasta +00. En el 
origen de las coordenadas esta función tiene un punto de inflexión y su centro 
de simetría. Su tangente en el punto de origen de las coordenadas, forma con el 


eje Oz un ángulo і 


2) y = Ar ch х, es una función biunívoca, соп campo de definición 1 < х < 
< 4-90; el gráfico del Ar ch z es simétrico con Can ogey al eje Ox; en el punte 
М (1, 0) tiene una tangente vertical z = 1. Cuando х se incrementa (z > 1), 
y crece en términos absolutos. 

3) y Ar th z, es una función impar, univoca, con campo de definición 
—1 < = < 4-1, y crecimiento monótono desde — оо hasta -|- оо. En el origen 
de las coordenadas tiene su punto de inflexión y su centro de simetría. Sus 
asintotas verticales son z == + 

4) Ar cth z, es una fun оса, con campo de def 
1 21 > 1. Cuando — оо < z < —1, decrece desde O hasta — оо; cuando +14 < 
<a Z o, decrece desde — оо hasta 0. No tiene extremos ni puntos de infle- 
xión y sus asíntotas verticales son г +i. 

Las derivadas de las funciones hiperbólicas inversas se hal 
fórmulas: 


impar, un 


(Arsh 2)" (Ar ch 2y 


(Arth ay = qir i (lol <0) (Aretha) г, (>. 


Mostramos las fórm 
las trigonométricas 


culan las fune 


las que vi 
aversa: 


mes hiperbólicas inversas cow 


Arsh z= —i arc sen zi; Arch z= +are cos ri; 


Arsh zi = i arc sen r, y Ar ch zi = are cos r. 


zae 


Capítulo ХІ. Elementos 
de programación lineal 


$ 1. Desigualdades lineales y campo 
de soluciones de un sistema 
de desigualdades lineales 


Sea dada una desigualdad lineal con dos 


ables z; y z, 


at + agrs j 0> 0, 
Si las como coordenadas de un punto de un plano, 
entone puntos del pla: vas coordonadas satisfacen la 
osigual o de soluciones de la desigualdad dada. El campo 


de soluciones de 1 
Para determinar eu 
(0 basta reducir esta de 


miplano. 

os corresponde a la desigualdad 
za > kz ` Lo йеп a la forma 
жа key El. En el prin o el somiplano buscado se halla encima de la 
Tecta ал ч dars — b — O y en el segundo, debajo de ella, Si 0, entonces 
la desigualdad se reducea una de las formas ту Т> A o bien r, < h, о soa, el sem 
plano la derecha o а la 

En п que se di 


| 


donde т es un número finito, obtendremos la intersección dol número finito 
de semiplanos que forma un campo poligonal P- El campo Р se denomina campo 
de soluciones del sistema de desigualdad: ). Este campo no siempre es limitado, 
puede ser no acotado e incluso vacío. El último caso tiene lugar cuando el siste- 
ma de ecuaciones (2) es contradictorio. Pueden ser también los casos de desi- 
gualdades superfluas que forman parte del sistema conjunto y definen las rectas 


«ue no tienen con el campo D puntos comunes. Tales desigualdades pueden 
ser eliminadas. М 
El campo de soluciones poseo una particularidad importante: es convezo, 


o sea, junto con sus dos puntos cualesquiera contiene también Lodo el segmento 
que los une. La recta que tiene con el campo al menos un punto común de modo 
que todo el campo esté por un lado de esta recta se Пата recta de apoyo con res- 
pecto а este campo. 
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De un modo análogo también se interpreta geométricamente un sistema 
de desigualdades con tres variables: 


апаа) ауду Agra >, 
{ anzi aseta a > 0, a 


amit, FE ашата Y Amara F b> 0. 


Aquí cada una de las desigualdades se Бк” para uno de los semiéspacios 
en Jos quo un plano respectivo divide todo el espacio. El sistema de desigual- 
dades (3) es la intersección de los semiespacios, o sea, un campo poliédrico de 
las soluciones del sistema de desigualdades. 

1684. Hallar un semiplano que sea definido por la desigualdad 
2x, + 32, — 12 < 0. 

Resolución. Sustituyendo el signo de desigualdad por el de igualdad exact 
obtendremos la сспасібп de la recta 22, + 3z 12=0, о sea, з, 
= (2/8) z -+A (lig. 59). Reducimos la desigualdad dada a la forma 
< (—2/3) z, + 4. Por consiguiente, el semiplano buscado se halla debajo de la 
recta z, = (2/3) z, + 4. 


1685. ¿Qué semiplano define la desigualdad 2r, — 3z, > 0? 


1686. Hallar el campo de soluciones del sistema de desigualda- 
des 2.1 520, 2—13>0, 1, +2%—3>0, бт — 75, + 
+ 42>0. 

resolución, Sustituyendo los signos de desigualdad por los do igualdades 

э — 1 =0, 

= 0 representadas en la fig. 01. Reducimos 

>. +3 a< 

rven de campos de 


1687. Hallar el campo de soluciones del sistema de desigualdades 
21>0 а +7%-2>0, 1, — r, +1<0, 1, <2. 


32% 


Resolución. Sustituyendo los signos de desigualdades por los de igualdades 
exactas, obtendremos las ecuaciones de cuatro rectas: xy = 0, тү — т, — 2 = 0, 
зу — z, + 1=0, тү = 2 representadas en la fig. 62. Llevamos las desigualda- 


Fig. 61 Fig. 62 
des dadas a la forma 1, > 0,23 т + 2, х z; 11,25 2, El campo de 
soluciones del sistema do desigualdados оз una figura convexa ilimitada. 

1688. Hallar el campo de soluciones del sistema de desigualdades 
1>22+3,<3, z, —2%+1<0. 


Resolución, Construyamos las rectas respectivas. En la fig. 03 vemos que 
no existe ningún punto común a los tres semiplanos. Esto quiere decir que е] 


Fig. 63 Fig. 64 


campo de soluciones es «vacío» у el sistema dado de desigualdades es incompa- 
А 

1689. Hallar el campo de soluciones del sistema de desigualdades 
22, — T, > —2, 1 — л> —2, 1, <1, 22, — T, > 3. 

Resolución. Este sistema no tiene soluciones. Geométricamente esto significa 

punto cuyas coordenadas satisfagan todas las desigualdades 
(ig. 64). 

1690. Hallar el campo de soluciones del sistema de desigualdades 
Злу — z, > 0 (а), лу —2,<0 (b), 27, + z3 <6 (с), zı <2 (d), 
Эл — z, > —4 (е). 

Resolución. A las cinco desigualdades dadas les corresponde un conjunto de 
puntos del plano, que forma el triángulo AOB (fig. 65). Las desigualdades (d) 
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y, (0) pueden ser eliminadas, ya que la desigualdad (e) define una recta de fron- 

tera que no tione puntos comunes con el triángulo А entras que la recta 

definida por la dosigualdad (d) tiene un solo punto САЖ A ONS E 
е apoyo. 


1691. Hallar el campo de soluciones del sistema de desigualda- 
des ту >> 0, ту > 0, ту > 0, 21 + 22 —1<0, 32, + т, — 32, 2 0, 


Fig. 65 Fig. 66 


Hesoluclón, Sustituyondo los signos de dosigualda dos por Jos do igualdados 
exactas, obtendremos las scuacionos de planos zı = 0, za En 
+2 -1=0, 3n +, que, tán toprosentadas "on? la. По 

Do lada A АЛЕ ТҮТИ lesigualdados sirve ol tetraedro ABOCD. 


1692. ¿Cómo está situado el semiplano, si las (солай de sus 
puntos satisfacen la desigualdad z, — z; — 10 > 0; 

1693. Hallar el campo de soluciones del sistema A desigualda- 
des zı + zt} — 5 > 0, 21 — t, —5 > 0, 2,<7. 

1694. Hallar el campo de soluciones del sistema de desigualdades 

— 5z, +5220, zı + 3—30, zı 5. 

1695. Hallar el campo de soluciones del sistema de desigualdades 
ж 223, аа > 0, z, + а <0. 

1696. Hallar el campo de soluciones del sistema de desigualda- 
des zı — ха + 1 > 0, 22, + za —7 > 0, 2, — 2r, + 4 > 0. 

1697. Hallar el campo de soluciones del sistema de desigualdades 
1,>0 (a), 4, —2,>0 (b), z4 <6 (с), 4 +2, <40 (d), 

ж — z, +8>0 (ө). 

1698. Hallar el campo de soluciones del sistema de desigualdades 
ж >0, ж, > 1, 22>00+2%+2%—5<0. 

1699. Hallar el campo de soluciones del sistema de desigualda- 
des жу 4, 2л, — 2,22 0, а, + 5,43, 2, >0, х 220. 
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$ 2. Problema principal 
de la programación lineal 


El problema de la programación lineal consiste en estudiar los procedi- 
mientos de la determinación de los valores máximo o mínimo de una función 
lineal, en presencia de restricciones lineales. 

La función cuyo valor máximo o mínimo se busca se Пата función objetivo 
y el conjunto de valores de las variables соп los cuales se alcanza el valor máxi- 
ino o mínimo determina el llamado plan óptimo. Tudo otro conjunto de valores 
que satisfaga las restricciones determina un plan (solución) posible, 

ean dadas las restricciones por un sistema compatible de m desigualdades 


lineales con n variables: 
Lat b ata О... ntn E br 
ава + daaa t 11. л> ba 
бай > Amata 7.2 F Amata Up 


Entre 
solución ta 


soluciones no n 


aliyas de este sistema so requiere encontrar una 
que con ella la fu 


ción lineal (función objetivo) 


L= са ева AN 


alcance el valor máximo (mínimo) о, como se di 
forma lineal de 7. 

Mostremos cómo se resuelve el problema indicado por el método geométrico, 
para lo cual nos limitamos a examinar e] sistema compatible de desigualdades 
ncales con dos y tres variables. Sea dada, además, wna función lineal L 

pin dea co; Entre el conjunto de puntos (na: зз) que forman parte 
del campo de soluciones del sistema compatible de desigualdades, hallaremos 
aquellos que atribuyan a la función lineal dada el valor mínimo (máximo). 
Para cada punto del plano la función L toma un valor fijo Z = Ly. El conjunto 
de todos estos puntos os la recta сүгү | caze + co — Га perpendicular al vector 
© (e1; су) que parto del origen de coordenadas. SÍ esta recta se desplaza parale- 
lamento a sí misma en el sentido positivo del vector C, la función lineal Z 
суту caza | со crecerá y si ella se traslada en el sentido contrario, la fun- 
ción indicada decrecerá. Supongamos que al moverse la recta Z en el sentido 
positivo del vector € ella tropieza por primera vez con el polígono de soluciones 
en su vértice, entonces en esta posición £, la recta 7. llega а ser de apoyo y sobre 
osta recta la función L toma el valor mínimo. Al moverse ulteriormente en 
el mismo sentido (positivo) la recta Z pasará por otro vértice del polígono de 
soluciones saliendo del campo de soluciones y llega a ser también de apoyo, 
o sea, la recta La; en ella la función 2, toma el valor máximo en el polígono de 
soluciones. 
De este modo la minimización y la maximización de la función lineal 
L == сүтү + сата + со sobre el polígono de soluciones se obtienen en los puntos 
de intersección de esto polígono con las rectos de apoyo que son perpendiculares 
al vector € (а; es). Una recta de apoyo puede tener con el polígono de solucio- 
nes un solo punto en común (un vértice del polígono) о un conjunto infinito de 
puntos (оп fado del polígono). 
Análogamente a lo dicho, la función lineal de tres variables / = cz + 
+ сала + Caza + со toma un valor constante sobre el plano perpendicular al 
vector C (су: су cy). Los valores mínimo y máximo de esta función en el poliedro 
de soluciones se alcanzan en los puntos de intersección de este poliedro con los 
planos de apoyo perpendiculares al vector € (су: cs; су). El plano de apoyo puede 
tener con el poligono de soluciones un solo punto común (un vértice del polí- 
опо) o un conjunto infinito de puntos (este conjunto es una arista o una cara 
del polígono)» 


‚ maximizar (minimizar) la 
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1700. Maximizar la forma lineal de L = 2z, + 2z, para las 
limitaciones: 3z, — 2z, > —6, За, + л, > 3, 1 < 3. 

Resolución. Sustituyendo los signos de desigualdades por los de igualdades 

construimos el campo de soluciones por las ecuaciones de las rectas 

+5 = 0.3 + zem 8 — 0, ту 3 (08. 67). El campo de solucio- 

lo MNP. Trazamos el vector € (2; 2), 

Entonces la recta de apoyo al salir del triángulo de soluciones pasará por el 


Fig. 67 Fig. 68 


punto Р (3; 15/2) y por eso en el punto Р la función lineal L = 2z, + 2z, toma 
el valor máximo, o sea, se maximiza у Lmax = 2:3 + 2-(15/2) = 21. 


1701. Minimizar la función lineal L=12x,-+ 42, para las 
restricciones: ту + =, > 2, 2, > 1/2, 2,<4, 2, —2,<0. 


Resolución. Sustituyendo los signos de desigualdades por los de igualdades 
exactas, construimos el campo de soluciones limitado por Jas rectas ту + т, = 2, 
р = 4/2, ту 4, зу — ту = 0. El campo de soluciones es el polígono MN PO 
(big. 68). Trazamos el vector С (12; 4). La recta de apoyo pasa por el punto M 
(h: 3/2); este es el primer punto de intersección del polígono de soluciones con 
la recta Д al desplazarse esta recta en el sentido positivo del vector С. En el 
punto M la función lineal L= 122, + 42, toma el valor minimo mín = 
074/0) + 4508/2) = 12. 


1702. Hallar el valor máximo de la función L = z, + 3z, + 
+ 3z, para las limitaciones: z, + Zs < 3, 2, — т, > 0, t, 2 1, 
Зд + ta < 15. 


Resolució 


‚За -- лу 


1703. Hallar el valor máximo de la función L = 3z, — бх, + 
+ 2z, para las restricciones: Зл; + Зл, + 2z, < 6, =, + 4z, + 
+ 82, <8, 
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iones del sistema de desigual- 


Resolución. Construimos el campo de sol 
dades lineales tomando los planos 3z, + 3z, + 25а = б, т, 
ту = 0, ту = 0, ту = 0. ез el poliedro MNOP, 
mos el vector € (3; — 
positivo del vector C, él saldrá del poliedro de soluciones en los puntos de la 


Fig. 70 


arista MR. Por consiguiente, el valor máximo do la función dada se toma en los 
puntos del segmento MR. Cerciorémonos de ello sustituyendo las coordenadas 
de los puntos М (2; 0; 0) у R (16/11; 0; 9/11) on la forma lineal de Z, obten- 
dremos L (Му = 6, L (R) = 6. 

1704. Hallar el valor máximo de la función L = z; + Зх, para 
las restricciones: z, + 4z, = 4, tı + £a 96, х. <2. 

1705. Minimizar la función L = z, — ту para las restricciones: 
зс 2,97, 192.94, z S4. 

1706. Hallar el valor máximo de la función Z = 3z, — 4z, рага 
las restricciones: z, — 2z, >6, тү + 2z, >0, zı < 6. 

1707. Hallar el valor máximo de la función È = —2, + 2z, 
para las restricciones: 7, — 82; < 10, 2, + ту >1, 2 — 524 > —5, 
За, -+ 107, < 30. 

1708. Hallar el valor máximo de la función L = 8z, — 223 para 
las restricciones: 3z, + Ат, > 18, 31, —2,>3, z, <6, 28, + 
+2 S 18, 47, — za < 24 

1709, Minimizar la forma lineal de Z = —2z, — £4 + 374 para 
las restricciones: т, + 24 > 2, Зд, + л, < 6, ty <3. 

1710. Hallar el valor máximo de la función L = 2, + 224 + 329 
para las limitaciones: 2, + т, <3, л, + т, — ту <0, 32, + 3x9 — 


z, >0. 

17Í1. Hallar ol valor máximo de la función L = 107, + z, 
para las limitaciones: 3z, + 2z, + z, <6, 32, — 32, + z, <6, 
2 < 3. 


$ 3. Método simplex 
1. Noción be método simplex. JLa resolución del problema principal de la 


ramación lineal por el método geométrico es demostrativa en el caso de 
los е incluso tres variables. Sin embargo, si se trata de un número mayor de 
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variables el método geométrico es inaplicable. El llamado método simplex es 
uno de los métodos analíticos de resolución del problema principal do la progra- 
mación lineal. El sistema de limitaciones en los métodos de cálculo suele defi- 
nirse por un sistema de ecuaciones lineales 


anty + авз +- 
зү 1 ауы + 


(0) 


amizi + аха d+ 


entre las soluciones no negativas del sistema de ecuaciones (1) es necesario 
аг aquellas que maximicen la función lineal 


L= лү}. esta + oo- H сала + се 
x, (r< m) por medio de las variables restantes: 


Expresemos zi, Za . 


por las dí 
nuevas variables no negativas, las llamadas 


аул + аата F o алла F Tata = ds 


Las condiciones restrictivas pueden definirse también de un modo mixto, 
o soa, por desigualdades y ecuaciones, entoncos por la vía indicada ellas pueden 
reducirse sólo a ecuaciones. Las variables (incógnitas) ту, za, . » -, zp зе llaman 
básicas y todo el conjunto de ellas (Xi, ға... ., zp} зо denomina base, las demás 
variables han recibido el nombre de ү: blos independientes, el sistema de limi- 
taciones (2) se llama sistema de reducción a la base unitaria. Sustituyendo en la 
forma lineal de /, en vez de las variables básicas sus expresiones por las variables 
independientes del sistema (2), obtendromos 


L = Yo + ыа + + e e F Тате 


la forma lineal de Ly = yo: La resolución del problema con ayuda del método 
simplex se descompone en varios pasos consistentes еп pasar do la base dada B 
a otra В’, de modo que ol valor de Lp пцуе o, por lo menos, no aumento, 
о sea, Ly < Lp. 

Hustramos Ja idea del método con ejemplos concretos. 


1712. Maximizar la forma linoal de L = —z, + зу рага las 
restricciones д + л, — 2л, = 1, л, — 214 + з, = 2, zy + 3z, + 
+ = 3. 


Resolución, El sistema dado de ecuaciones-restricciones es compatible, 
ya que los rangos de la matriz dol sistema 


100 1-2 
( 10-2 :) 
ооа 3 4 
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y de la matriz ampliada 


100 1-2 
(и 1 


001 3 1 


] 


coinciden y son iguales а 3. Por lo tanto el sistema de ecuaciones es compatible 
y tres variables (básicas) pueden expresarse linealmente mediante las des уа- 
riables independientes. Vamos а expresa „ ту. аз Y ту рог medio 
de т, у т, о sea, reducimos el sistema a la 


(0) 


Expresemos la forma lineal de 4 = —z, -+ z por las variables indepen- 
dientes ту y ту (en ol ejercicio dado L ya está expresada por medio de т, Y ту), 
Ahora hallamos para z, = 0, х= 01 de las variables básicas: 2, = 1. 
та = 2, т = 3. Do este modo, la primera solución posible del sistema de ecua- 
ciones es z, — 1, r} = 2, 743,7, 0, z, = 0, о bien (4, 2. 3, 0, 0). Para 
la solución posible hallada la forma" lineal de Z tiene el valor O, о вед, Ly = 0, 

Ahora tratemos de incrementar el valor de Zy; el aumento de z disminuirá 
La, ya que ту tiene coeficiente negativo, mientras que el aumento de т, incre- 
mentará también Тл. Por eso vamos a aumentar 7, de modo que ту, т ту no 
Порцеп a ser negativas dejando z, == 0. De la segunda ecuación del sistema (*) 
resulta que z, se puede aumentar hasta 2. Ahora bien, obtenemos los valores 
siguientes, de las variables: z, = 5, ze 0, a = 1, 2, = б, 2, = 2, 0 bien 

s 0,4, 0, 2). 

El valor de la forma lineal de £ para la solución posible es igual a Z, = 2. 
Con el segundo paso el valor de £ ha aumentado. 

Luego tomemos como variabli lependientes zs y z4, о sea, precisamente 
aquellas que en la nueva solución tienen un valor nulo. Con este fin expresamos 
ть de la segunda ecuación del sistema (*) mediante 7, y z4, obteniendo que 
my = 2 — r, + 2x4. Entonces 


tara 


та. 
15=2—x¿+ 224, 
-rtt 


(09) 


Ра! 


incrementar el valor de L vamos a aumentar z4. De la segunda ecuación 
п de que ту sea no negativa el valor 
jón la nueva solución posible 
es т, 0, xy = 1/5, x= 12/5, o bien (28/5, 0, 0, 1/5, 
12/5). de la forma lineal de Z, = 11/5. 
Expresemos ahora тү, ту, 7, por las variables independientes ту y ту: 


{ жу = 28/5— (3/5) ху<—— (1/5) ту, 


аа 1015 — (1/5) 23-+(4/5) za, 

ть 12/5—(2/5) 23 —(3/5) ту, 

L= 1/5 — (1/5) та (4/5), 

Puesto que en la última forma lineal ambas variables libres entran con coefi- 
cientes negativos, el valor máximo de Z se alcanza cuando ту = 0, ту = 0. Esto 
quiere decir que la solución (28/5, 0, 0, 1/5, 12/5) es óptima у Lmax = 11/5. 
1713. Maximizar la forma lineal де L = z, + ту para las restric- 
ciones: ау — z, + ту = 1, Ta — 223 + лу 


e) 
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Resolución. El sistema de ecuaciones-restricciones es compatible, ya que 
los rangos de la matriz ampliada son los mismos e iguales a 2. Por consiguiente, 
dos varíables básicas pueden expresarse linealmente por otras dos variables 
independientes. Tomamos com: idependientes las variables z, y т. Entonces 

гата 

2.=2—1,+22a, 

L=z+29. 
Cuando 24 = 0 y ту == 0, las variables básicas resultan: =, = 1, z4 = 2, 
о sea, tenemos la primera solución posible (1, 0, 0, 2) y Lx = 0. El incremento 
do L'so puedo realizar aumentando ту hasta 1. Entonces para ту = 1, z3 = 0 
los valores do las variables básicas son = O, sy = 4. La nueva lución piba 
es (0, 0, 1, 4) y 

Expresamos ahora ту Y Za POr z, уту: 
{ smiths 

2622 +29 
L=1—2 +22. 


El incremento do Z es posible aumentando т. Sin embargo, ol aumento de 
ту no es limitado a juzgar por el último sistema de ecuaciones, De este modo, 
E tomará valores positivos, cada vez más grandes, о sea, Lmax = 4-00. 

Así, pues, la forma de Z no está acotada superiormente y por eso la solu- 
ción óptima no existe. 


1714. Se da el sistema de limitaciones: z, + х, 4 2r, — 24 = 
= 3, z, + 2г = 1 y la forma lineal L = 52, — rẹ. Hallar la solu- 
ción óptima que minimice la forma lineal. 


Resolución, Esto problema podría reducirse al do determinación del máximo 
do la función L, = —L, о sea, Lı = —5x, + ту, pero esto no es obligatorio, 
Razonando análogamente al problema anterior, se puede resolverlo sin redu- 
cirlo a un probloma de maximización. El sistema dado de ecuaciones es compa- 
tible, ya que los rangos de la matriz del sistema y de la matriz ampliada son los 
mismos o iguales a 2. Por Jo tanto e) sistema de ecvaciones puedo reeseribirse, 
por ejemplo, así: 


Lay 3ra 
{ t=, 
L=10— Mza + 1574. 


Aquí como variables básicas se toman z; y x, y como variabl 
Za Y za. Si za = 0 y z, = 0, la primera solución bási 

0, т, = O, o bien (2, 1, 0, 0) y Z = 10. La 
do L se provoca con ol aumento de ту, ya que en la forn 
negativo, con ello el aumento de ғ оз posi 
песе el valor de т, 
т, = 0, о bien (0, 
= —1. 


Expresa 


independientes 
za = 1, 29 

a forma lineal 
de L. x, tieno coeficiente 
le sólo hasta 1, mientras que perma- 
. SÍ tomamos ту = í, entonces zy p Ta = Í, 2а 
1, 0) que es la segunda solución hásica para la cual Ly 


ss 2, y т por medio de nuevas variables independientes зу y ту: 


L= —1 + (11/2) 21 —(8/2) t4. 
Ahora la disminución del valor de la forma de £ depende del aumento de 
z, hasta тү = 1/2 (aquí =; es mo negativa), mientras que permanece el valor de 
0 queda. En este caso tenemos una nueva solución posible л, = 0, т, = 0, 
7/4, т = 1/2, o bien (0, 0, 7/4, 1/2) para la cual L = —7/4. 
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Expresamos ту y z4 mediante las variables independientes z, у д: 


23=7/4— (1/2) 21 —(3/4) Zo, 
{ x= 1/2 (1/2) za. 

L= —1/4+(11/2) 21 + 3/4200 
Puesto que la disminución ulterior del valor de la forma de Z es imposible debido 


a la positividad de los coeficientes de ту y zz, la solución posible del problema 
(0, 0, 7/4, 1/2) es óptima. El valor mínimo de Z es igual a —7/4). 


1715. Maximizar la forma lineal de Z = 22; — za para el siguien- 
te sistema de limitaciones: 


Zi 2%+5%,=20, 


Resolución, Puesto que el sistema de limitaciones es mixto, reduzcámoslo 
a un sistema de ecuaciones, introduciendo una nueva variable по negati 
en el primer miembro de la segunda condición, con coeficiente negativo, y з 
en la torcera condición, con coeficiente positivo. Entonces obtendremos el 
sistema de ecuaciones 


zx +5r32=20, 
abla, 


П 
| 
U ма + зэ +58. 


Reducimos oste sistema a la base ш escogiendo como variables bás 
туту, ту (en virtud del hecho de que el rango de la matriz del sistema es igual a 


n= 15 00 л, n= 5-4 +2 28 — zre. “o 


tonces la forma lineal será de Z= 30 + 3z, — 2x1. Cuando г, = 0, 
z, = 0, т, — 0. entonces las variables básicos tienen los valores: лү = 15, лу = 
5z = 28.0 sea, la primera solución posible es (15. 5, 28,0. 0,0); con ello Ly = 30. 
Para incrementar el valor de 2 es necesario aumentar z,. ya que esta Variable 
entra en la expresión de L con un coeficiente negativo. El aumento de т, es po- 
sta xa = 5/2 lo que se ve de Ja segunda condición del sistema de restric- 
. Cuando z, = 5/2, zs = 0, те = 0, entonces los valores de las varia- 
bles restantes son los siguientes: тү = 20, ту = 0. ту = 28, o sea, obtendremos 
la segunda solución posible (20, 0. 28, 5/2, 0. 0) y la función lineal Z tendrá 
la forma L = 15/2 — (3/2) z — (1/2) т, y para la segunda solución posible 
su valor es igual a Le = 75/5. 
Ahora, puesto qué Jos coeficientes de las varibles en Z son negativos, gl 
aumento del valor de Z es imposible. Por consiguiente, Lmax = 75/2 = 37,5. 


1716. Para fabricar los artículos de dos tipos hay 100 kg de metal. 
Para producir un artículo del tipo І se consumen 2 kg de metal y 
para producir un artículo del tipo II se gastan 4 kg. Hacer un plan 
de producción que permita el mayor ingreso de dinero por la venta 
de los artículos, si el precio de venta de un artículo del tipo Г es de 
З rublos y de un artículo del tipo II es de 2 rublos, con ello se requiere 
elaborar по más de 40 artículos del tipo І y no más de 20 artículos 
del tipo I. 


2; 


зм 


Resolución. Sean fabricados ту artículos del tipo 1 y ту artículos del tipo IT. 
Entonces tenemos las siguientes restricciones рага las variables z Y xy 
2,540, 
f 2, <20, 
U 27, -+4z.= 100. 
La función objetivo tiene la forma de L = 3z, + 2x,- Transformamos el sistema 
mixto de restricciones en otro de restricciones en forma de ecuaciones, introdu- 
ciendo las nuevas variables т, y zę: 
( 214% =40, 


242 +=20, 
21+22,=50. 
El rango de la matriz de esto sistema 


1010 
(e ло 1) 
1200 
es igual a 3. Tomamos como básicas las variables ту, тә, ту y pasemos a la baso 
unitaria 


2,=1042%, 
[а-а 


U 23=20—22,. 


La primera solución posible se obtiene cuando =, = 0, z, = 10, z, = 20, 
жу = 30. Para estos valores de las variables L = 70. Se jede incrementar 
valor de la función objetivo aumentando z, hasta т, = 15, a juzgar рог la 
tercera ecuación. Entonces para т, = 15, zı = 40, зу = 5, ху = 0, tenemos 
L = 130. La segunda solución posible es go, 5, 0, 15); zy = 40 — za, ло = 
= 5 + (1/2) zs, z4 = 15 — (1/2) ту, L = 130 — 29. El coeficiente de 2, en la 
función objetivo es negativo y por eso el aumento ulterior de Z es imposible. 
Por lo tanto, la solución óptima es ту = 40, z4 = 5 у Lmax = 130. 

2. Tablas simplex. Reducimos el sistema de restricciones a la baso unita- 


atta 


ria: 
ratrat. атп = 6 


at. tar, ratrat 
art. tar, ratrat. арп = br, 
y 2 a Іа forma 
L + таана E oe o H YZJ E a o e Тахь = Yoe a) 
La igualdad (1) la llamamos expresión reducida (a las variables independientes) 
de la función L, y los coeficientes y, los denominaremos estimaciones (índices) 
de las variables independientes respectivas ту. 
1. Se escoge la columna resolutiva ap р 
ción yp < 0 y al menos un elemento аць > 0. 
2.”Se escoge la g-ésima fila resolutiva partiendo de la condición 
Balaqp = {bila;p} para арр > 0. 
3. Se efectúa el recálculo de los elementos de la g-ésima fila resolutiva 
por la fórmula 


endo de la condici 


а = ом, @=0.1,.., т). 
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4. Se calculan los elementos de las demás filas (para k + р) por la fórmula 
Odio па, e 


En forma de tabla estos datos pueden ser representados así: 


аһ 


аһ аар б 


“Términos 
Variables z = 
gados | amaependt- les 
s һ au {|.| am 


si ы | “|| о» 
РА br o -] ШЕ ан, а fef ан ИРЕ arn 
1 e “НН НУН» 


Conviene tener en cuenta el teorema principal del método simplex que 
citamos sin demostración. 

"Teorema. St después de efectuada la iteración de turno: 

4) se encuentra al menos una estimación negativa y en cada columna con 
tal estimación eziste al menos un elemento positivo, o sea, Ya > 0 para ciertas 
k y am > 0 para las mismas k y alguna 1, entonces se puede mejorar la solución 
realizando la iteración sigulente: 

2) se encuentra al menos una estimación negativa cuya columna по con- 
tiene elementos positivos, o sea, үр < 0, ар, < 0 para cierta k y para todas las b, 
entonces la función L no está limitada en el campo de soluciones posibles (Lmáx — 
o) 

3) todas las estimaciones resultan no negativas, o sea y, > 0 para todas las k, 
entonces se ha obtenido la solución óptima. 


1717. Hallar el valor mínimo de la función lineal L = 72, + 52; 
sobre el conjunto de soluciones no negativas del sistema de ecua- 
ciones 


Resolución. El rango de la matriz del sistema de ecuaciones 
231000 
210100 
030010 
300004 


es igual a 4. El rango de la matriz ampliada también es igual a 4. Por consi- 


guiente, cuatro variables (básicas) se pueden expresar рог dos variables (inde- 
pendientes), о sea, 


z3=19—22,—3%,, 
21325, —22. 
2 =15—8z,, 
2=18—3r,. 
A propósito, la forma lineal de L = 7z, + Эту o L — Tz; — 51, = 0 ya está 


expresada mediante estas mismas variables independientes, Tenemos la tabla 
inicial (tabla 4). 


Tabla 1 
Términos 
indepen ж ха z xa хә ха 
а. 19 | 1 o ° o 
z о 1 ° o 
ї ї 
г ө ш зы ан эш ил ша йй ET: гана ER 
1 T Т 
z | oo | 1 
L 


Aclaramos si hay estimaciones negativas өп la última fila (de índico). 
Hay dos números 7 y —5. Tomamos, por ejemplo, —5 y examinamos 
la columna para ту, en esta columna tenemos tres elementos positivos 3, 1, 3. 


Tabla 2 
талаа | Términos 
Vidsieas | Indepen- =” а xo РЯ 
zs ТЕ т БИ БИСИ БС T YAA 
Т T п A 1 
РЯ 8 о 1 ВЕТ o 
2, 5 o о 1/3 o 
Ze 18 o o o 1 
L 25 о 0 5/3 o 
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Dividimos por estos números los términos independientes respectivos: 19/3, 
13/1, 15/3; entre los cocientes obtenidos el menor es 15/3. Por lo tanto, de reso- 
lutivo sirve el elemento 3 que está en la intersección de la fila de т y Ja colum- 
па de za. Destacamos esta fila y esta columna en cuadros, La mueva base se 
compone de ту, Ta, ту. ту. Para hacer la siguiente tabla multiplicamos por 1/3 
la fila encuadrada de la tabla 4 para lograr en el lugar del elemento resolutivo 
la unidad, y la fila obtenida de este modo la escribimos en el lugar de la ante- 
rior. Adicionamos a cada una de las demás filas la fila recién obtenida multi- 
plicada por un número tal, que en las casillas de la columna de ту queden ceros 
y escribimos las líneas transformadas en el lugar de las anteriores. Así se fina- 
Tiza la iteración 1. 

Ahora todos los razonamientos se repiten conforme a la tabla 2, о sea, 
efectuamos la iteración 11. El nuevo elemento resolutivo que está en la inter- 
Sección de la fila de ту y la columna para г; ез 2. Pasamos a la tabla siguiente. 


Tabla 3 


Términos 
ngepen- | а ж sa x xs ха 
dientes E е 


Variables 
básicas 


а 


а. 


“rérminos| 

indepen] >а з ха xs xo 
РА 5 1 ° = 3/4 0 o 
ES 6 “ 1 ° 
Le 3 о o o 
РА з o o за | —9a o 1 
L 50 ° a зд | аим ° ° 


Repetimos lo mismo conforme a la tabla 3. Aquí de resolutivo sirve el 
elemento 2/3 que está en la intersección de la fila de z4 con la columna de гу. 
Pasamos a la tabla 4. Puesto que en la fila del índice no hay estimaciones nega- 
tivas, hemos obtenido el plan óptimo (5, 3, 0, 0, 6, 3) y el valor máximo 
de la forma lineal de Z es Lmax = 50. 


Hallar les soluciones óptimas no negativas que minimicen la forma 
lineal: 


1718. | 1—222+23=1, 1719. (2=2+2%3—%y 
{ 2,+322+2.=2, (minas 
= 24—213. Ts =5— 13+ Ty 
L=x,+2%. 
1720. 242-242 =2, 1721. | 4x,+32,+ T,= 180, 
( ( 4z, + 97 -+12x, =900, 
Г = 213—213. І,= 122,451, 3х3. 
1722. [жуу , 


жа— = 1, 


Br, + a — 4234-22, 
21223-2, 


2x,=6, 

L =E, — T + E3 -H Ty F Es — To. 
Hallar las soluciones óptimas no negativas que maximicen la 
forma lineal: 

1723, р 2,4-2. ӧл, 20, 1724. | 2, 222-3322 —1, 

| 2¿+22,>5, 21-21 <-—1, 
Y, + 2¿—24>8, L 
L=22,+2%;. 

1725. La capacidad de producción de un taller de montajo es de 
120 artículos del tipo А y 360 artículos del tipo В al día. El control 
técnico deja pasar por día 200 artículos de uno u otro tipo (indistin- 
tamente), Los artículos del tipo A son cuatro veces más caros que los 
del tipo B.Se planificará la producción de los artículos acabados de 
modo que permita a la empresa obtener los máximos beneficio: 

1726. Para fabricar los artículos de dos tipos el depósito puede 
entregar 80 kg de metal, como máximo, con ello para confeccionar un 
artículo del tipo I se consume 2 kg de metal y para confeccionar un 
artículo del tipo 11, 1 kg. Hace falta planificar la producción de 
modo que permita obtener los máximos beneficios, fabricando no 
más de 30 artículos del primer tipo y no más de 40 artículos del 
segundo tipo, con ello un artículo del tipo 1 cuesta 5 rublos y un 
artículo del tipo 11, 3 rublos. 

1727. Para alimentar los animales se utilizan dos especies de 
forraje; el precio de 1 kg de forraje de la especie 1 es de 5 kopok y de 
forraje de la especie IT, 2 kopek. Cada kilogramo de forraje de la 
especie І contiene 5 unidades de sustancia nutritiva A, 2,5 unidades 
de sustancia nutritiva B y 1 unidad de sustancia nutritiva С y cada 


> e DB 
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kilogramo de forraje de la especie 11 contiene 3, 3, y 1,3 unidades, 
respectivamente. ¿Qué cantidad de forraje de cada especie se necesita 
consumir cada día para que los gastos de alimentación sean mínimos 
si la ración diaria prevé no menos de 225 unidades nutritivas del 
tipo A, no menos de 150 del B y no menos de 80 del C? 


3. Noción de solución degenerada. Al examinar el método simplex se 
suponía que b; > 0 (véase la pág. 331) tanto en ol sistema inicial como en los 
sistemas que so obtenían después de las iteraciones de turno. Sin embargo, si en 
algunas ecuaciones los términos independientes 6; = 0, entonces en la solución 
de apoyo correspondiente a este sistema las variables básicas respecto а las 
cuales estas ecuaciones están resueltas toman el valor nulo. La solución de apoyo 
en la cual al menos una do las variables básicas tome el 
solución degenerada y un problema de programación lineal que tenga al menos 
una solución dogenerada se denomina problema degenerado. Empleando en este 
caso las iteraciones sucesivas, podemos regresar a un juego de variables básicas 
ө independientes cerrado que hemos encontrado antes, o sea, se manifiestan los 
ctelos еп е1 osquema de cálculo, Citamos la regla para eliminar los ciclos cerrados 
(no exponomos la argumentación teórica de esta regla que es una cuestión espe- 
cial del llamado problema de degeneración). 

Regla. Si en una etapa cualquiera de cálculo surge una indeterminación 
en la selección de la línea resolutiva, o sea, aparecen vartas relactones mínimas Igua- 
les арр entonces conviene escoger la fila para la cual la relación entre los elemen- 
tos de ld siguiente columna y la resolutiva es mínima. 51 en este caso vuelven a apa- 
recer relaciones minimas iguales, entonces se hacen las relaciones de los elementos 
de la columna siguiente y así hasta que la fila resolutiva se determina univoca- 
mente. 


1728. Maximizar la forma lineal de L = 4z, + 2т para las 
restricciones: т T, + Ze = 12, z, + 5z, — Te = 30, 24 + 25 — 
— 2z, = 6, 22, — Зло — 22, = 18, ху > 0, ху > 0, хз > 0, 2, > 0, 
z> 0, 25 >0. 

Resolución. Al sistema inicial le corresponde la solución de apoyo (12, 30- 


6, 9, 0, 0) y el valor de £ = 0. A continuación se expone la sucesión де ite, 
raciones del método simplex: 


Tabla inicial 
а | a |а |а ә | ж 
а | 12) 4 | 1]! 1 | 12 | 
т 


2 || э||— [в | —213 
| 


Hteración I 


z 2 
z, o | е 
РА o | за 
L 

Después de efectuada, 'eración I hemos obtenido el sistema resuelto con 


rospecto a las variables básicas ту, ту. ға, ту al cual corresponde la solución de 
apoyo (6, 0, 0, 0, 6, 0) y el valor de Ż, = 24. Las iteraciones 11 y TII no 


Hteración 11 


а 24/5 


я, o 


2 


L 


| 
| 
| 
| 


EN 


зи 


cambian la resolución de apoyo ni el valor de La = L, = 24 y sólo la iteración 
TV brinda la solución óptima (0, 0, 9, 7/2, 7/5) у Lmax = 38. En el esquema 
dado de cálculos no ha aparecido el ciclo cerrado, aunque durante las tres itera- 
ciones «no nos hemos movido del sitio» y sólo se cambiaron las variables básicas 
© independientes. En el ejemplo examinado en la tabla inicial hay tres relacio- 
nos as iguales: ba/ass — by/ass = blass = б. Por eso, valiéndonos de la 
regla de oliminación de un posible ciclo cerrado, tomamos las relaciones de 
108 elementos de la columna que sigue a la columna independiente: a24/235 = 
= —415, aspas, = —2, а/а = —2/3. La relación а/а = —2 es la menor. 
Por consiguiente, la tercera fila debe ser tomada en calidad de resolutiva, ete. 
(véanse los tablas). 


Hteración IV 


2, | 12 | 12 | —5/12 | 1 | | 
а | o | a | ЕЩ | | 
„|+ | ж | 1e | | | | 
Ze | 5 | 5/6 | —1/6 | | | | 1 
L | 38 | 7/3 1/3 | | | 


1729. Maximizar la función lineal L = 2z, + 4z, para las limi- 
taciones: —2z, +29 + ху = 6, —z, + (3/2) т, + z4 = 9, а + 
+ 5z, + л, = 30, т + z, + т = 12, ту > 0, z, > 0, z, > 0, 
z> 0, z, > 0, 24>0. 


§ 4. Problemas duales 


A todo problema de programación lineal se le puedo poner en corres onden 
cia otro problema relacionado con él de un modo determinado, lamado dual 
con respecto al primero. 

Por ejemplo, si el problema is 
es el de minimizar la función lineal Z 
se dan las restricciones en forma de desi 


ац ал+. апта = В, 


(problema 1) de programación lineal 


YE eya + > > - E Cp dp cuando 


ата, атага +... Батат 20m 


а condición de no negatividad йе z, (k= 1, 2, ..., п), entonces con este 
[Меша está relacionado el problema dual (problema 1”) que requiere maximizar 
función lineal 7 = biyı + baya + . - - OmUm con las restricciones: 
апи Базу. Баттс. 
ауу азу +... Батзут < ©з 


апу +-азпу + => Батат < Cn 


y la no negatividad de у, >> 0 (i = 


E 
Notemos que en el problema 1 


т). 
en el problema dual I’ las matrices 


ац ап 
а= | n а, 
ату йт: + дып 


compuestas рог los coeficientes de las variables se obtienen ша de la otra рог 
medio de la transposición. En los = :mbros del sistema de restriccio- 
nes de cada problema están los coefi ез de la función lineal tomada del otro 
problema. En el sistema de restricciones del problema 1 (minimización) todas 
as уе т, son del tipo «>» y en el sistema de restricciones del problema 


‚ Por eso 


es la igualdad L (т) = Т (y), donde F е y son soluciones posibles de los pro- 
blemas 1 e 1°. 

1730. Problema inicial (I): hallar los valores no negativos 
(21, т) a condición de que zı + 2z, > 4, ту — z, > —1, con la 
minimización de la función lineal L = 3x, + 2ту. 

Problema dual (1'): hallar los valores no negativos (у, Ya) a con- 
dición de que y, + у, < 3, 24; — Ya < 2, con Ја maximización de 
la función lineal 7 = 4y, — ys 


Resolución. Damos la solu 
el sistema de limitaciones de 1 


geométrica do estos problemas. Construimos 
problemas 1 y 1”. En el punto P (2/3; 5/3) so 


х 


Fig. 71 


alcauza el mínimo de la fun: 
= 16/3 y en el punto P” (5 
o sea, Tmax = 45/3) — 4/3 


1731. Problema inicial (1): hallar los valores no negativos 
(£i, 22) que minimicen la función lineal L = Зх, + 2x, dado el 
sistema de restricciones 7х, — Эг, > 14, 4z, + 5r, > 20. Formular 
el problema dual y resolverlo. 

1732. Problema inicial (1): hallar los valores no negativos 
(ж, 23) que maximicen la función lineal L = 5z, -+ 4r, para el 


n lineal 2, o sea, Lmin = 3-(2/3) + 2. 
4/3) se alcanza el máximo de la función lin 
16/3 (fig. 74). 


мї 
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sistema de restricciones 4z, + 32, < 24, Злу + 41, < 24. Formular 
el problema dual y resolverlo. 

1733. Problema inicial (l): hallar Jos valores no negativos 
(21 Za) que minimicen la función lineal L = 3z, + Элу para el 
sistema de restricciones 5z, — 41, > —2, zı + 22, > 6. Escribir 
el problema dual y resolverlo. 


$ 5. El problema del transporte 


Uno de los problemos típicos de programación lineal es el lamado problema 
del transporte. Aparece al planificar los tráficos más racionales de mercancías. 
En unos casos esto significa la determinación de un plan de tráfico tal, que 
los gastos de transporte sean mínimos y en otros casos tiene mayor importancia 
la ganancia del tiempo. El primer problema ba recibido cl nombre de problema 
de transporte según el criterio de costo y el segundo, problema de transporte según 
el criterio de tiempo. 

El primer problema es un caso particular del problema de pr 
lineal y puedo resolverse por el método simplex. No obstante, en v 
particularidad, se resuelve más sencillamente. 

Supongamos que еп р lugares de expedición se encuentran ау, ap, .. ., ap 
unidades de mercancías homogéneas que deben ser enviadas a q consumidores eh 
cantidades de bı, da, . . ., Ва unidades, Se dan los costos cy, de transporte de 
una unidad de mercancía del £ésimo lugar de expedición al k-ésimo lugar de 
consumo. Designamos рог zp > 0 (f= 2 -o pi 2, о la 
cantidad de unidades de mercancía que se transporta del ¿ésimo almacén al 
k-ésimo consumidor; entonces las variables ту, deben satisfacer las restricciones 


a р, 
siguientes: 1) У) z = ар (= 1, 2,..., р); 2) У) з = бу (#=1,2,... 


— = 
ren 0) 3) zm > 0. Los gastos totales рага el transporte son iguales а L 

cut + crear + > > + срағра- Por lo tanto, es necesario hallar pq varia- 
blos гук que satisfagan las condiciones indicadas y minimicen la función objo- 
tivo L. 


La resolución de tal problema se divide en dos etapas: 

1) determinación de la solución de apoyo in 

2) construcción de las iteraciones sucesivas, о 
solución óptim 

Determinación de la solución de apoyo inicial. Supongamos que tenemos la 
tabla de los datos iniciales del problema (véase la pág. 345). Vamos a construir 
Ja solución de apoyo inicial por la llamada regla de «ángulo noroeste». 

Llenamos la tabla indicada a partir del ángulo superior izquierdo, 
donos Juego por la fila hacia Ja derccta. o bien por la columna hacia 
En la casilla (4, 4) escribamos el menor entre los números ay у Bj, о зев, ту 
mín fa, b1). E 

Si ay > bi, entonces түү = b, y la primera columna está «cubierta», o sea, 
las necesidades del primer consumidor están satisfechas por completo. Nos 
movemos luego por la primera fila, escribiendo en Ја casilla vecina (1, 2) el 
menor entre los números a, — b, y bz, о sea, ту, == mín {а — bi, ba). 

Pero si ba > ау, entonces «ге cubre» análogamente la primera fila y luego 
pasamos al llenado de la casilla vecina (2, 1) en Ja cual escribimos za 
= mín (aa, Фу — dr); Continuamos esto proceso hasta que en una etapa da 
queden agotados los recursos ау y satisfechas las necesidades bg. 


1734. En dos lugares de expedición A y B se encuentran 150 y 90 t 


de combustible, respectivamente. Es necesario enviar 60, 70 y 110 t 
de combustible a los lugares 1, 2 y 3, respectivamente. Los costos de 


, aproximación а la 


за 


br 
bh ГА br ba 
“ 
аз о 
a ai 
zu та лк Е 
cn “з ск 1 
а 
Za ta zh Е] 
en ca ciq 
“ з њ — 
zu та ик Zig 
en cpa срд 
ар ха ss 
zp zm ЕД ЕД 


transporte de una tonelada de combustible del lugar А a los lugares 
1, 2, 3 son de 6, 10 y 4 rublos, y los costos de transporte de una tone- 
lada de combustible del lugar В a los lugares mencionados son de 12, 
2 y 8 rublos, respectivamente. Confeccionar el plan óptimo de tráfico 
del combustible de modo que la suma total de gastos de transporte 
sea mínima. 


les en la tabla 1. Comenzamos el 


Resolución. Escribimos los datos i 
mín (150, 60) = 60, la primera co- 


llenado a partir де Ја casilla (1, 1): zy 


Tatla 1 
1 2 3 
br 
6o то no 
a 
6 2 4 
A 150 
во 70 20 
12 2 8 
B 
90 9 
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lumna queda cubierta. Pasamos a la casilla (1, 2): т, = mín (150 — 60, 70) 
70, la segunda columna queda cubierta; luego pasamos a la casilla (1, 
ты = mín (150 — 60 — 70, 110) = 20. Como en la tercera columna resulta 
el resto igual a 90, pasamos al llenado de la casilla (2, 3) en la cual escribimos 
Tas = mín (90, 90) = 90. Puesto que los restos en la línea y la columna son 
iguales a cero, la solución inicial de apoyo está construida. A este plan le corres- 
ponden los gastos cuya cantidad L 60 -— 10-70 + 4-20 -1- 8-90 = 1860 
rublos. 
En la regla de «ángulo del noroeste» no se tiene en cuenta la cantidad de 
cn y por eso la solución inicial de apoyo puede distinguirse mucho de la 
Бе emplea también el procedimiento de «elemento mínimo» en el cual 
© a la cantidad с. En este caso la construcción de la solución inicial 
Че apoyo so empieza de la ca la cantidad de ср, es mínima, en el 
ejemplo dado la construcción se comienza a partir de la casilla (2, 2) en que 
ca = 2tabla 2). En esta casilla escribamos zag = mín (аз, bs) =mín (90, 70)= 
«то. 


Tabla 2 
1 2 3 
br 
6o m мо Resto 
а 
6 4 
A 
150 0 90 60,0 
12 2 8 
B 90 20 20,0 
Resto o | " | 20,0 
1 


Escribimos los restos quedados en еа у la columna en las casi 
respectivas de la línea y la columna de los restos. La columna bs está cubierta. 
Ahora pasamos a la casilla (1, 3), ya que aa de с; суз = 4 ез la can- 
tidad mínima. Escribimos сп la casilla (1, 3) zı — mín (4, — bi, ba} 
= mín (150 — 60, 110) = 90. Luego pasamos a la casilla (1, 1): гт 

= mín (a, b) = mín (150, 60) = б0. Y, por último, pasamos а la casil 
@, 3) en la cual escribamos za, = mín (а, — by, ba} = mín (90 — 70, 110) 
= 20. 

Aplicando esta regla, hemos obtenido otra variante do solución inicial de 
apoyo, en la cual los gastos L = 6-60 + 4-90 + 2-70 + 8-20 = 1020 rublos, 
озса, la suma de gastos es más próxima al plan óptimo. 

2. Construcción de las ¡teraciones sucesivas. Obtenida la solución inicial 
de apoyo, pasamos ahora a la construcción de nuevas soluciones de apoyo que 
se mejoren sucesivamente; para eso aplicamos el de potenciales. 

Pues bien, después de construida la solución inicial de apoyo todas las 
variables quedan divididas en dos grupos: туу, o sea, las variables básicas y гра, 
ез decir, las variables libres y las funciones lineales del costo de transporte se 
expresarán por las variables independientes del modo siguiente: 


L= У їра®ра + Yo- (1) 
я 
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riables independientes, pone- 
expedición A; cierta cantidad ш, (i 


Para determinar los coeficientes yng de las 
mos en correspondencia a cada lugar 

=4, 2, ., т) que llamamos potencial del punto А, y a cada lugar de destino 
B; le asignamos en correspondencia la cantidad vy, о sea, el potencial del lugar В y. 
Rélacionamos estas cantidades mediante la igualdad uy -+ оу = су, donde 
<a, es el costo de transporte de una tonelada de mercancías del lugar А, al lugar 
В|. Se demuestra que el conjunto de ecuaciones uy + vı = ср, escritas para 
todas las variables básicas, constituye un sistema conjunto de ecuaciones linea- 
Jos, con ello el valor de una de las variables puedo asignarse arbitrariamente 
y éntonces los valores de las demás variables se determinan unívocamente а 
partir del sistema. Designamos para las variables indepondientes la suma de 
Potenciales respectivos por e7. о sea, u, > ту = сы у la Паташов costo indi- 
recto (a distinción del costo dado cpg). Entonces los coeficientes de las variables 
¡bres se determinan еп la relación (4) соп ayuda de la igualdad үр = сро — 


py 
1 todas las cantidades yp, 
Pero si entre ellas las 


la regla de selemento mínimo»): zy 
тз, = 20, L= 1020. Para determ 
sistema 


ч 


, Za == 0, хуз = 0, £y 
nar los potenciales es necesario resol 


а= = б, n 


y Uam v= cn 2 
ug + vy = са = 8. 


de Jas incógnitas, por ejemplo, 
—3. Luego calculamos N 


ts = аз 


Asignamos arbitrariamente ol 

u, = 1. Entonces v 

cóstos indirectos e, 
ci, = u, $ o = —2, ср + 0 m= 10. 


lor а ш 
5, o= 3, и. = 5, 


Determínamos ahora las diferencias Ypg = сро — с 
10 — (2) = 12, 
Ya = са 12— 10 = 2. 

Por consiguiente, la expresión de Z por las variables independientes tiene 
la forma de L = 1020 + 12712 4 2л. En el segundo miembro entre los сое! 
cientes de las variables no los hay negativos. Esto quiere decir que la solución 
inicial de upoyo es óptima. 

De este modo la regla del «elemento mínimo» brinda inmediatamente la 
solución óptima. Vamos а resolver ahora este problema a condición de que la 
solución inicial se haya obtenido por la regla de «ángulo del noroeste», о sea, 
zu = 60, жа = 70, Zis = 20, хаз = 90, L= 1 

Para determinar los potenciales hace falta resolver el sistema 


аф en ш = 10 


u, + vg = Cia ust- == 699 = 8. 


Ma =en- 


Haciendo u, = 1, obtenemos ү 


9, = 3, ш 5. 
MHallamos los costos indirectos с 


pa 


РА -10, еф ug фа = 14. 


Calculamos ahora las diferencias үр — ера — 


1240=2, Ya = cn — са 2 M4 = 12 
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Por lo tanto, la expresión de Z por las variables independientes tiene la 
forma de L = 1860 + Эль — 1232. En el segundo miembro entre los coefi- 
cientes de las variables hay uno negativo, adjunto а z3; por consiguiente, in- 
tentamos disminuir Z aumentando тү, (conservando el valor сего de туу). Hace- 
mos т;; = А. Puesto que las sumas de valores de las incógnitas en las filas 
y columnas deben quedar invariables, hay que efectuar el siguiente recálculo 
de balance: » 


Go | TOA 


doo | Mi—2 


La adición de A а za, se compensa por la sustracción de A а partir de ту, y esto, 
а su vez, por la adición de A а zys, etc. hasta que regresamos а туу. Recorriendo 
las casillas por la línea quebrada punteada en uno de los vértices de la cual 
зе encuentra la variable Independiente zsa y on los demás vértices, variables 
básicas (по es obligatorio que estón presentes todas), hemos obtenido el llamado 
ciclo de recálculo (la línea quebrada se denomina ciclo) que responde a la casilla 
libre de т. Como se ve en la tabla, para la no negatividad de las variables A 
so puedo ¡lumentar hasta 5 = 70; entonces obtendremos la segunda solución 
е apoyo: 


о sea, г = 60, т == 0, zis = 90, £a = O, Ze, = 70, хуз = 20. 
Para esta solución el valor de la función L= 1860 — 12.70 = 1020, 
o sea hemos obtenido la solución Óptima (a juzgar por la solución precedente) 


Do este modo las reglas de cálculos por el método de potenciales se reducen 


a lo siguiente: 

1. Se determinan los potenciales ид y гү de todos los lugares de expedición 
An y de destino By. 

2. Se escoge una variable libre cualquiera para la cual la suma de poten: 
ciales es rigurosamente mayor que el costo respectivo 10 que corresponde al 
elemento que tiene un coeficiente negativo de la variable independiente en el 
segundo miembro de la función L- y y 

3. Рага la variable escogida en el punto 2 se determina el ciclo de recál- 
culo que le corresponde y se efectúa el desplazamiento según este ciclo. Este 
desplazamiento conduce a una nueva solución posible. 

4. Las operaciones 4 a З indicadas se repiten hasta que se obtenga la base 
óptima о sea los coeficientes no negativos de las variables libres en el segundo 
miembro de la función lineal Z- 

1735. Dos depósitos A y # contiene cada uno 90 t de combustible. 
El transporte de una tonelada de combustible procedente del alma- 
cén A a los lugares 1, 2 y 3 cuesta 1, З y 5 rublos, respectivamente, 
mientras que el transporte de una tonelada de combustible proce- 
dente del almacén B a los mismos lugares vale 2, 5 y 4 rublos, res- 
pectivamente. Se requiere suministrar a cada lugar una misma 
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cantidad de toneladas de combustible. Determinar un plan de tráfico 
tal que los gastos de transporte sean mínimos. 

736. En reserva de tres estaciones ferroviarias A, В y C hay 
60, 80 y 100 vagones, respectivamente. Hacer el plan óptimo de 
traslado de estos vagones a cuatro lugares de carga de granos si para 
ol lugar № 1 se necesitan 40 vagones; para el lugar № 2, 60; para 
el lugar № 3, 80, y para el lugar N° 4, 60 vagones. Los gastos de 
traslado de un vagón desde la estación A a los lugares indicados son 
iguales a 1, 2, 3 y 4 rublos, desde la estación В son iguales a 4, 3, 2 
y O rublos y desde la estación С son iguales a O, 2, 2 y 1 rublos, respec- 
tivamente. 

1737. En una fábrica hay tres talleres A, B y C y cuatro alma- 
cenes № 1, 2, 3 y 4. El taller A produce 30 mil piezas de artículos; 
el B, 40 mil; y el taller C 20 mil piezas. Para el mismo período de 
tiempo el rendimiento de los almacenes se caracteriza por los Índices 
siguientes: el almacén № 1, 20 mil piezas; el № 2, 30 mil; el № 3, 
30 mil, y el almacén № 4, 10 mil piezas. Los gastos de transporte de 
1000 piezas desde el taller A a los almacenes №№” 1, 2, 3 y 4 son 
iguales a 2, 3, 2 y 4 rublos; desde el taller В: 3, 2, 5 y 1 rublo, y desde 
el taller C: 4, 3, 2 y 6 rublos, respectivamente. Hacer un plan de 
tráfico de los artículos tal que permita reducir al mínimo los gastos 
de transporte de 90 mil piezas. 

1738. En tres almacenes A, B y C hay 10, 15 y 25 t de granos 
seleccionados, respectivamente, que se deben suministrar a cuatro 
lugares: al lugar № 1, 5 t, al № 2, 10 t; al № 3, 20 t, y al lugar № 4, 
15 t. Los gastos de transporte de una tonelada desde el almacén А 
a los lugares indicados son iguales a 8, 3, 5 y 2 rublos; desde el alma- 
сёп В: 4, 1, 6 y 7 rublos, y desde el almacén С: 1, 9, 4 y 4 rublos, 
respectivamente. Hacer el plan óptimo de tráfico de granos a los 
cuatro lugares, de modo que minimice los gastos de transporte. 
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% (| 5З) e. 579. х es ol vector normalizado. = al3. 581. +0,5 X 


> ey -- е, -!- ед). 582. À = +1. 587. 589, Para 2 
500. bi yatque los vecinos de Ae; y Acs forman tna base ortonormal, 501 
Capítulo VI 
602. n = 4. 603. б = 0.16%. 
= К 8765 + 0,1 (m3). 613. 1) [ 
+ l; 4) r n (2n + 1/4, п € 7; 5) ]— о, 


7 10 21,6 sol; 2) 1—9, 0100, 
5. 1) Impar; 5) par; 3) no раг, ni impar; 
пі impar; 6) par; 7) impar. 616. 4) 2л/5; 2) Ga; 3) л; 4) л. 653, 
655. 1/6. 656. —2. 657. — sen a. 658. m/n. 659. sec? ro. 660. —Y/. 
602. оо. 003. 2. 664, 3/4. 665. — б 

670, 1/2. 67i, т. 672. 1 jsi z- + о 
0. 673. 0, 676. In 5. 677. Ìn (8/7): In (6/5). 678, 
а O, 082. e. Ях 

n ( 


679. In 5. 680. 1/4. 681, 1 si 
‚ 687. 


/4). 692. 


¿es el punte punto 
de discontinuidad de especie 11 o de discontinuidad evitable; 
ОАР а pablo де dad de segunda especie. 727. 
z= 1, z = 2 son puntos de discontinuidad evitable, 728. z = —2, z = —3 
son puntos de discontinuidad de segunda especie, х = —4 es el punto de discon- 
tínuidad evitable. 729. La función es continua en el intervalo infinito }—оо, 
+oo[. 730. 1) La función es continua; 2) tiene un punto de discontinuidad de 

ie 11; 3) tiene dos puntos de discontinuidad de especie 11. 731. 1) La fun- 
ción es continua; 2) tiene dos puntos de discontinuidad de segunda especie; 3) 
tiene cuatro puntos de discontinuidad de segunda especie, 


Capítulo VII 


735. Y = _—2/. 736. y =2(3 Y 2). 737. y” 
y = 5001 =. 739. y +. 740. y = 
21124. 768. y' = VF. 769, y' = за V7 (1 — 2%), 770, y' 
y = 9200 х. 772. y Bije Ла (8/9). 773. у' = 22 cos z. 
= 6 (z + 1)/(223 + 3z). 775. y'= —3z/V 1T — 32%. 776. y'= arccos (2/2). 
777. y' = АО т) arcsen }/ 2. 778. у' = —cos т. 779. y’ = —cost (z/3) sen (2/3). 
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780. y' = cosec (2z + 1)/2, 781. у' = 1/cos z. 782. y'= 2 sect 2z. 783 у = 
= 1/2 1/2) sent y 2008 1/7. 784. y” 
. y 2800? 2/Y/ ig т (Mg z 
дда — 1). e „иб = Муза 2А. 190. y 
б sen х/(х® + 9). 793. y 
410 VI=25 ES 395. y’ = —6ll(2 — 1) (z — 2) (2 — 5 «— а. 796, 
303 sen бу мо 3z. 797. y = —24 In sen г-сід z/(4 Int sen z —9). 
798. у' = sec z, 799. y' = cosec z. 800. Y VE 801. y' 10/02 (а* + 2). 
ш: Sy a соё т, `803. соз 2/01 + sen? z). 804. 
= cosect (212) ctg (2/2). 805. y’ = (2/2) cost (m a). Мб. у = Bet ln ta Ls, 
807. y = —zi 21/52) 808. y = Ya" Zar + $. 809. y'= 0. 810. 
y = (mz + п) 29 Zar + B. 811. y’ == 1/(1 — ma?)?/2. 812. у' = 4z cos? z, 
ВИЗ, y = —2созе®з. ВІА. y'= 082 18 800г. р уе 9з sen? z со 
у ези v = То senz" ж 
816. y = 2/02 Y TF тї). 817. y'= 2ех sen' 818. y = 21 + 2z + 2», 
819. у = шат. 820. y БСА т сов 2). 801. уш 
105 їп 2970 —- аа). 822. ta AA 
1/(3 sen z + 4 cos z +5), ЕТТ эта, 8б, и 
1/22 (= — 1)]. 827. ы = ekoe +2). 828, y'= áz Ц? 2r, зө. 
сл Юю у= (n In In 2) а ln SS э ES 
(@ — 2ш) + et y = 20а + DítInx— 1). “833, у= 
29). 834. y’ = (en akoa a sen (0801 2/2), R35, y” 
sect tg z. 837. у' = (4/23) arctg z. 88, y = ( 
(MY 2D 1а (22 4+1). 840. y'= вест цр а вес. Sl. уш 
Заах, BAR. „б = LLOC x aena zein 2. 868. y'= 
= (еХ.25х/3%ху.1п (32e/81). 844. y'= 0. 845. y'= z cos 2r, 846. у' = 
= 2°» (д4 y z3 1)/(а® +- 1)%. 847, y’ = т cos sison? r. 848, y' ОДИ) X 
X tg? T. 849. y’ = x3/(xt — at). 850, y’ = А IT F. 854. y’ = tar ye 
X sen 12 г. 852. y'= 809/(1 + 28). 853. y == xe" (2r? ln z + 21n z + 1). 
854. y =05102/ 2/0 — 2%). 855. y'= —in 242r In? z). 856, y = 


785. у = ya? y 
ctg (2/2), 788. y = 


= (mz -+ nV dar TB. 857. у = (2а 2) etg z. 858, yl 

NVF Ina). 859. ыі presen) 

860. y'=8 (z — 19) (241), 861. y 224199 (мае E, 
су 2+1 


“+ ). вва, y'= ОИЕ). 863. y! = зт cos (n In 2). 
864, y'= (z tg 2-+Ín cos л) sec? (212 In cos л) sec? z. 865, 


y =—xs0nx 


X ln (ecos z—senz). 866. у = Toa, RT. ус (л 
| ш к 
=f siz<0. 


р MRS 
al ico Dl _ 
rco; 
872. pl 0, si 0<r<2 
b Sasoi 


873. y'=2xe* sen г. 
874. y = (z cos т)/}/ {т sen z F cosa)? F 1. 875. y'= зан ln z (In z— ї)/е®. 


230 
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etg 7а cos z -+ tg 21а sen z)/In? cos z. 877. y= 
IR Fi). 878, y" = — (log,eJ!/z, 879. y = 0. 880. y 
= Са y” = тти + ln z). 883. y = 275-25 z? (ln 2 + 


$ =. 
4-а. 884. y'= 20а = ess. у — [4 


Gip Vs 
Ml 889. (arcsec z} = 17 (2 VZT), (arccosec 


En 
Mn —4/ (z Y TT). 890. 4 cosec? т. 894. y' 


Broer: 895. y’ = 


03. y 


# cos = — 3). 905. —ctg £. 906. 
¡y a. 913. у y 


t, 907, 2 Yue V7, 908. 
—yolp) (z — то). 914. т 
; y =0. 916. z— у +2 2 
{= о: oH dy — 28 = 0. 019. nh. 920 
de y 15 64 In 2 = 0, 924, z ch to Z 

Йа anla. 905, 1g qa = 


930. 5) tg u = — -F » 


v=a— arctg > 6) tg o = q. cuando q — œ la intersección será bajo un 


ángulo Ж. ту o= F+ o В) o= 0: 9) ш асц 2,4. 10) ш = Зл. 11) 


arctg Um. 42 o = x — arctg 12. 936. у" = —44/0 + 5) 937 у" = 
939. у" хлеп 3л, 940. у= Уаз, 


t СЫ 
cosect р. 042. g= УГ 


(21а 2—3)/22. M8, y” = 
E ут. ost 


L 

91. AE 7 

945. —1/32m/8?, 946. y” =1 (141), 947. y” 
y'"=4sh2r. 950. y = 


+ 


ym = —1.5-2".соз (2 


ве) (eya! 
Ф010)" x 2-5] Inn 2, 954. ит A 955. yn = knekx, 


1 
ym. 


ам 
956. уст = cos (х--лп/2). 957. чуут = Ta 
958. y" =y" =... = 0. 968. dy =Y 29—214. 
2e?X dr 
это. dy=th (z/2) dz. 971. dy = Fps - 972. dy= in z dz, 


(4х)з = (dz)? Az 
-TR 908. y a 94. > 


+an/2), 953. y 


+. 975, Ay=0,0401; dy=0,04. 976. 0,811. 977. 34,04 шз, 978, 1,035. 


A. 
dy 
da 

979, 0,078. 980. я/44-1/13. 981. 1,0938. 993. E=5/2. 994. тс — ре 


A p, donde RoE 


(225 2). 995. M (V5; о). 


356 


996. 0,754. 997. 4,946. 998, 1.395. 999, 2,002. 1000. 0.587. 1010. 3/5. 1011. 2. 
1012. 2/3. 1013. 1/3. 1014. 0,18. 1015. 18. 1016. 1. 1017. 0. 1018. 1/2. 1019. co. 
1020: 0. 1021. 1/л. 1022. 1. 1023. 0. 1024. —1/2. 1025. (p — q)/2. 1026, 2/3. 
1027. 1. 1028, e”*, 1029. 2. 1030. «1/5. 1041. Crece en }— со, —1[ y en J1, bool, 
decrece en }—1, 11. 1042. Decrece en }—осо, — 11, crece en }—{, +ool. 1043, 
Crece en] —oo,1, [decrece en ]1, +0ol. 1044. Decrece en ]—5,— Шу еп 
М, --оо[, decrece en }—1, 11: 1045. ymin = Y (0) = 0, ymax = y (2 872749) 
= 9) Y ATT. 1046. ymax = y (11/4) = 13/4. 1047. ymin = у (0) = 0. 1048. 
* 1050. ymax = y (1) = UV E vmn = 
D. 1052. ymin = Y (3) = O, утах = 


= (0) = 1. 1049. Yin = 4 (e) 
(0) = UY e. 1051. ymin = 
= 3. 1023. упир 


(0) 
u (1) = —1. 1054. ymax = (1— 12 + 6 /3)/12, 
(бл — 12 — 6 /3)/12. 1055. ymax = e, Унд = 9. 1056. Yin = 


66. 1057. (0; 4) y (0; —4). 1058. 25 km; 8 h 15 min. 1059. 5 VZ, 
1060. 1/4, 1/4. 1061. V = 2ліз y 3/27. 1062. V = (5/3) Y S77). 1063. 
А una distancia de 9 km a partir do А. 1064. 125 т. 1065. а// 2. 1069. Es con- 


vexa en ]— æ, — j—2, “tool. 1070. (4: 20). 1074. ( 
1072. No hay puntos de ех O; y = 22. 1078, х = 
1079. y = x — б. 1080, y~ 2/24 ey 
- EA. 1084. D (v) par y periódica 
con el periodo de л. Crece Hakl. decrece en |л/2 + ak, л + akli 
y (5k) = 0, Umax © Z. La curva es cóncava en 


ak, ла + aki y e + 
inflexión son (1/4 aki ) у aki; 102) k EZ. 1085, D (y) 
la función es impar. Decrece en ]— o, —11 y en И, Jof, 
y (1) 2 2. La curva es cs 
to de inflexión es (0; 0). 1086. 


Dm == |— о; 
y = 0, Crece en] [— оо, 0 |, decrece en |1 
No hay extremos ni puntos de 
[U ]2. -+ cof; la función es 

en 1, — 


curva 


min 
es convexa en | со, — 2| y en JO, 21, esc +оо]: el 
punto de inflexión es (0; 0). 1089. D (y) 0. Crece 
en JO. el, decrece en je”, + ol: Ymax = convexa en 
10, e8/| y cóncava en |e®, + col; el punto de т es (e8/%; 8e-43/3). 1090. 


col. Decrece en |—, 1/4, crec 
= y (1/4) 16. La curva es cóncava en 
vexa en 11/2, 11; los puntos de inflexión son (1/ 
10, cof. Decrece еп JO, 1/3], crece en |1 
La curva es cóncava por do 


en 1/4, bool: Yin 
en И, Fool, con- 
0). 1091, D (y) = 
Ymi» = y (1/3) = 


en JO, -+ col; el punto de 
asintota y = Ô. Crece en Jos, 
e. La curva es cóncava en Joo, 1 — y 


т es (0; 0). 1094. D (y) 
41, decrece en J1, + ос 
| y en И + Y 272, 
z los) puntos de inflexión son 
/ 2). 1095. D (у) = ]—оо. 21 0 12 + col; las 
тесе еп ]—co, 21 y en 16, cel, decrece en 
La curva es convexa en ]— оо, (|, cóncava en 


a+ y Ts 
asíntolas т 


357 


10, 2[ y еп 12, col; el punto de inflexión es (0; 0). 1100. R = 25/3. 1101. 
R = (4a/3) cos (8/2). 1102. k = 1/(е /2). 1103. (: 1104. La circunferenc 
ES + n? = 1. 1107. Primero. 1108. Primero. 1109. Tercero, 1110. Primero. 1111. 
Tercero. 1112. Segundo. 1114. Circunferencia 22 2 22 = 1 4. 1115, La 
фета que pasa por el origen de las coordenadas y forma con los ejes delas m 
ángulos iguales, 1116. La recta paralela al eje 0: que pasa por el punto (1; 1; 0). 
1117. La hipérbola equilátera que está en el plano т0:. 1120. (i + k) sh 21 + 
+ J ch 2e. 1121, 0. 1122. 3 (E — 209 14 (50301. U24. С (ус OS 


=(z—a VI2NYV3, 2z— 2% Y3+32=0. 1125 М, (0; 0; —1) y 
(27). 1126, 70° 23”. 1127. х1 = (у — 190 = (2 — V 2/21, 
1128. (z — 1)/2 = (y => 1/0 1)/1. 1129, (х — 1)/2: 


— 1)/4. 1130. arccos (14/(3 |, . 1132. ds = Y ar y 
из. v=% Bj cost + ák, w 


E dt. 


їз 
cos t — 3j sen 2. 1135. v |e = i + 2j + 3k, wlt=, = 2j + 6k, 1137. 
13) i — (12/13) j sen £ + (12/1 3 11438. те — (1/3) j + 


(1/3) k. 1148. (1/3) i — (2/3) j + 
2/3) k. 1150. с 4151. 2/27. 1152, 
— 22 0. 1154. + 2Y + 


2/3) k. 


Capítulo VIII 


1160. 22 1. уз» 1 es la р а del círculo unitario que tiene 
por centro el origen de las coordenada: a parte del plano dentro del 
círculo 72-24, 1162. L la entro las rectas paralelas 

1 


24-01 уз ту i оз s concéntricos 1/25 тї + у? 0, 
5л P> Зай, y > х ез ol semiplano que está por encima 
de la bisoctriz y = z. 1165. по => 0. 1166. La esfera z? + y? > 1° < ай, 


1167. La parte del espacio que está fuera del cono тї -£ y3 = s1 = 0, 1108. La 
parte del espacio que está dentro de la osfera z? -t- y? 22 < 1 a excepción 
del origen de las coordenadas. 1169. La parte del espacio ubicada por encima del 
plano z + y -- 2 = 0 incluyendo este plano. 1170. La familia de las rectas 
paralelas 27 + y = С. 1471, La familia de las rectas y = Cr. 1172, La familia 
de las rectas т, o bien y = Суг (С > 0). 1173. La familia de las parábo- 
las y = C VF. 1174, La familia de las hipérbolas equiláteras xy = С (para 
С +: 0); el conjunto de los ejes de las coordenadas Ox y Oy (para С = 0). 1175. 
La familia de los planos х + y + 32 = C. 1176. La familia de las esferas 22 -4 
+ 124 22 = С. 1177, La familia de los hiperboloides de dos hojas z3 — y? — 
— 89 = С (para С > бу; la familia de los hiperboloides de una hoja 22 — y? — 


— 1 = С (para С < 0): el cono 22 — y? — 22 = 0 (para С = 0). 1183. ы 


5 


б! д! 
= 2r — 3y — 4, 5 = 4) 3:42. 1184. э; =2psentO, ¿q = 4p* sent Ө cos Ө. 


du 1 ди ðu z 222 DE а) (здау фуз) 
иво, 2 PISE г: 86. е (By), 
$ a a s 
UA 39. Мвт, Y у у= гүз+єө 5 = 
ди т z ди 

xl. Ре lu =», = — аб, 

эу ёт. д: y 

д: _ 14 


oz 
З бзэ (аз рз) A, 
ar 190. aH 4 


ди 


y (e угу IA 1191. 


Эг 
д: б 
зуд, A 1192. фе = (Bry a p 
а 
аиа) ени, из. Sy чек зеп + E еки соз LL. 1195, 
_ 2(zdzr+y dy) 2 (7 dy- y dz) 
ө. 1200, а= 000 goot, а — 00000). 1202. 22d 
уау сов tartas). 1208. de (Lar+Inzdy). 1204. dy = 
= — F z= e" [(x d; еп 
үж и (уут) 1205. drm e cos y- son y dy+ (son vt 


+ cos y+ зеп y) 42]. 1206. 4: =ex'Y (102-1) соз^у--у (sen z+cos 2)] dr4+ 
2dz | 2совуйи ¡90% du 
Tz (cos y—sen y)+(y +1) sen т] dy). 1027. de ==] g t gonty FG 1208. du 
жеи (ya dx+az у-ту do). 1209. 1,08. 1210. - 0,03, 1211. 1,013. 4212. 3,037. 
4243. 1,05, 1218. 6 (24). 1219. —sen (2-1-0). 1220. —4 cos (2т--2у)/веп% 
(204-20). 1221. 0, 1222, x(7+24)/(2+y). 1223. y (2 y") cos zy— zy? sen ту, 


л 4zy dz dy 
1224. sen y cos (z соз y). 1225. Ez e 1226. 


—cos (++ y) (dz + dy)?. 1227. ae! [el sen (az eV) —сох (az+eW)). 1228, 4. 1230. 


dad 
2042) — dz dy+ ea: 1232, 3) eXV [у ах 2 dy) 4-2 dz dy] a ($ zta 


— зен z), 1238. 0. 1 


д: 

өш. (8), = ) 

шм iiri; cosa= луто, cosp=— 

УСС}. 1250. Igrad ul у =3, сов а = 1,3, cos В. сов у= 2/3. 1251, 1/3. 

1256. – 21у. 1257. yjz. 1258, y'=- 22, 1259, (y Y 2x4 29) (22— 

—2V Try)» 1260. yjz. 1261. (a?—02)/(202 - аз). 1262. y/(2z). 1263. (mt 
de 


239. 


uT 1249. [ағай x 


e ге. donde ra= 


jz, 


—y). 1264. 1/0210 2), 1265. —4, y" =0, 1266. r= ay + 
бу n == дг ла dx (alv) dy 
1067. ¿2 3 y Cra: 1268. e 1209 
ш) аз + (+2 dy de 
Sra +4271. -у-+—е%-х, 1272, 


(1—1)/2= (y —1)/2 = (2— 3)/(— 1). 
(0-22 (—3)00—3). 1277 
010—1). 1278. r—y—2341 
2—2). 1279. 2+4y 


1276. 22-20— 


1/3) y (— 4/3; —4/ 
4. 1288. 2min 
оп el punto (36; 
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да 0, 2max=3 Y 3/2, 1300, 
у=5л/б. 1301. zmm= 


Capítulo IX 


1315, (2/5) х2 Y F+C. 1316. (5/4) T+C. 1317, Zarcsona—2+Co 


1318. arclgr+1—2/34C. 1319. езх.3х/(3-- 10 3) 4-С. 1320. tgr—z-+C. 
1321. ch 24-соз 2-С. 1322, ғ2/2 224-10 | x ]-+C. 1323. 41g r-9 ctg r—r+C. 
1324. (1/2) sen (22) + 1325, InjIns+|-C. 1326. 3(a24+0)3/(80)4+C. 


1327. епт Y еп С. 1328. - (1/0) cos (a--b2)-+C. 1329. sen (son 2)+C. 
1346, e VETO, 1347. —(1/32) (1—2z1)t-+C. 1348, (1/3) cos (2—3) + Co 
1349, A (115) (241940, 
1352. —=11+0C. 1354, (—1/4) х 


X arctg x05 -VNV ZA VD !+с. 


1356. TFF | + агевеп (2/12) +C. 
1358. T? -+ 3 aresen (2/03) + С. 
4360. (1/4) arctg (z — 3)/4 + С. 1361. 2/37F5 + 51а (YI T5 — 
—V MV 51-с. 1362. 4/(2/ 10) arctg (2 y 375) + C. 1368. 
2) фут 2 їз у-ү |С. 1370. (22/4) (2 In a—1)4C. 


С. 1372. (2% 
. —a2 соз z-+ 22 sen 


arctg—(1/6)22--(1/6)In(1941)1.C. 
2eos4pC. 1375, (1/2) ех 
1376. (24 1)?s0m7 42 (21) соза БС. 1377, (29/5) X 

1378, (2/2) (sen In x—cos In з) С. 1379. —2/7X% 
2sen V 74C. 1387, —1/13 (2—1)9] +C. 1388, —1/(4 (22 +3)*]4-Ca 
1389, (1/3)arctg (2—3)/34-C. 1390. 1/(3 VŽ) arctg (2*+1//74C. 1391. 
(4/2) In (24247) +С. 1392, (5/2) In (z+ 1074-29) — 11 arctg (7+5)/24 С, 
1393. (1/10) In (5224-2241) (2/5) arctg (52-+-1)/24+C. 1394, x/18 (224-224 
+332 (22 19) +(3 Y 2/64) arctg (1/Y +C. 1395. (2—7)/18 (224-22 4-5)14- 
+ (4/46) аге! (= +1)/24+-C. 1405. — (2/3) In рх | + (5/3) 10 |z — 31 + С. 
4406. —(1/2) In (22-4-2410) 31 12210070 3) arctg (2: + D/V 5 + С. 
1407, 1/12 (0142 10 | х—1 14318 | 2—2 |--С. 1408. (1/12) In | z—2 | — 
— (1/24) In (+? + 22+4)—1/4) Y 3) arctg (2+1)//34+C. 1409. (31/108) In x 
X} 2—8 |+(29/108) ln | 243 |4 (2/9) ln (2249) —(1/54) arctg (2/3) +C. 
4410. (1/4) In | x/(2—2) |—(х—1)/2х (2—2)]4-C. 1414. (1/16) [In (2+1)/(2*+9)14 
+(1/8) arctg #— (1/24) arctg (2/3)+C. 1412. (1/4) Inl(*4-4)/(2?4-224-5)]+ 
+(1/8) arctg (2/2) + (7/82) аге (2-+1)/24+C. 1413. (1/2) [arctg (z — 1) + 
+arctg (z+1)]+C. 14414. 2+(9/2) In | 2—31—(1/2) In |z—1 +C. 1415. 
22/2472 4(75/2) ln | z—5 |—(1/2)1п | 2—11-ЕС. 4416. z-+(1/2) ln | (z — 
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—2)/(« + 2) | — arctg (7; 1417. 3x4 In]x|+2arctgzC. 1427. 
—y 12-28 1—27—2 Im 1y —1]+4C. 1428. (6/5) B-2/ 74 
+0/7—6arctg 2-С. 1429. In | 1—1/24+ Y =z i] +C. 1430, arcsenX 
Xx(=+1)/34+C. 1431. —5 V 2р4 54-13 arcsen (2— 2)/34-С. 1432 
SVT FIF2+(112) In | 7+1/2+V 3 F2P21+C. 1433. у тДт+?)+С- 
1434, —arcsen [(x+ 1)/(z y 3)]+C. 1435. In | z+ Y 23F1] + Y 2Imx 
ае +C. 1436. —(2/245) V 9713 агсвев (2—2)/24 
+C. 1440. 3/51 --1а [2/03 234140. 1444. 4 Тун х 
х 09 (2/8) (V 234041) -- С. 1442. (1/6) In [002 4-0-1)/002—264-1)]— 
(17/3) аге (2t+1)/V 3-С. donde г 87129. 1443. (1/3) In x 
xUV TF1) аэ 1) +40, 1444. (1/10) (5:4/3-4-3)3/2 4-С. 1445. — (2— 
—a3) 13 /(422)--C. 1463. (1/5) In | 518 (2/2)+3 1-С. 1464. —2/[tg (2/2) — 1-С. 
4465. — (1/17) = + (1/4) In | sen z | — (1/68) In |sen z + 4cosx|-+C. 1466. 
ln [sen х | —senz +C. 1467. —(2/5) In (1—cos 2) +(1/5) In (cost z + 2 cos z+ 
+2)—(6/5) arctg (1-4 cos г)-- С. 1468. (1/3) cost х соз х С. 1469. In | зеп х | ~ 
senta (1/4) веп! 2-С. 1470. (1:8)2—(1/8)semz4 C. 4474. (3/8) r+ 
+(1/4) sen 22-4 (1/32) sen 42 С. 1472. (2/3) 1g? (2/2) —2 tg (2/2) + 2-С. 
1473. — (1/6) ctg‘ 3:— (1/3) In | sen 3z +C. 1474. tg 2(2/3) tg? 2- Mee 
+C. 1475. - (1/3) ctg z C. 1476. (1/2) аа вес (1/2) In | tg (2/22-9/4) |4 
1477, — (1/2) ctg z cosec z — (1/2) In | tg (2/2) | 1478. (1/4) se 

— (1/8) sen 4z+ C. 1419. (3/5) sen (52/6)-+ З sen (х/б) Я 
1484. х/(а® Y а 28) 4-С. 148. (1/2) (arccos (1/2) зз) с. 1486. 
— (1/6) cos 3z- (1/20) cos 5z- (1/4) соз ж С. 1487. – 2 (222 002-13) е2 РС. 
1488. - (2 In х5) 49) С. 1489. татса z- (3/2) (arctg a)? = (1/2) In(1 449)+C, 
1490. (22 — 1) sen 2745 0 1491. (1/4) r? (2112 = — 210 24-41) с. 
1492, z-+ In [ес 3 | + . (z+ 1) аге 3—34 C. 1496. (2/10 
x (V FT arctg VE» +С. 1495. (1/4) In ре 0000 001 
— (1/2) arctg t-+C, donde £ 1496. Y ŽID (2—1) V 3227. 
)/21--С. 1497. sen ех — ех с 
lC. 1499. (1/2) соз2 x(1—2Incosz)-+C. 1500. 
х веп (22-42-10) i. —0,5 (х/зеп: сіз) 4 С. 
Ие оа (Y Ие +D С. 1503. rin (at z) + 
-hinj at |С. б С. 1505, (cos In z+ 
--зеп [п х) С. 1506. PDA O 1507. (ar Y 
891 (æ sen Ве 6 cos Во) Ч.С. 1508. [e%%/(a24-B9)] (B sen бе + a cos Ва) 4-С. 
1509. [1/(ab)) arctg [b/a) tg 7] +0. 1510. tgz—etgz + С. 1511. 0,5 (arctg x 
H(i a) С. 


T4 


Capitulo X 
1524. 1/2 4522. e—1. 1523. 0<1<4/27. 152 
1525. 0< 1 <1. 1526. 464 y 1527. 1/8. 1528. e— Y 


1530. (e/2—4)/2. 1531. (In3—4)/2. 1532. 1п15. 1533. 0. 1534. 2/5. 
4535. 2/2. 1536. In(4/3). 1537. (7/2 —1)/2. 1538. 0. 1539. 1/21. 1546. 
1547, 2/4. 1548, 256/15. 1549. л. 1550. Foo. 1551, 1/4. 1552. 1/6 
. Diverge. 1560. Converge, 1561. Diverge. 1562. Converge. 1503. 
Diverge. 1564. Converge. 1565. Diverge. 1569. 4,5 (unidades cuadradas). 
1570, 18 (unidades cuadradas). 1571. 2/15 (unidados cuadradas). 1572, (41/2) х 
xarcsen (9/41) +20 100,8 (unidades cuadradas). 1573. 1//2—1 (unidades 
cuadradas). 1574. 8 (unidades cuadradas). 1575. (91/4)— y/ 2-4-4 / 2 In2— 
— (9/3) arcsen (1/3) (unidades cuadradas). 1576. 169% (unidades cuadradas), 
1577. (3/8) ma?. 1578. 8 / 3/3 (unidades cuadradas). 1579. (3/2) ла?. 1580, 
431 —8)/32 (unidades cuadradas). 4582, 1/34 y 3/2 (unida= 
des cuadradas). 1586. (1/2) 13. 1587. (20/9) V573. 1588, 0,5]ү 2+ 
1л (14-079). 1589. (1/2) 10 3. 1590. shi = 1,17. 1591, 12. 1592, /2x 
х(л—1). 1593, 51. 0504, 72, 4595. [(12 4) 1/22 4—8]/3. 1596. ла. 
1597. а (27-3 3)/8. 1598, 8. 1601. 167 (57--8)/5 (unidades cúbicas). 
1602. 0,3л (unidades cúbicas). 1603. л (e24-1)/4 (unidades cúbicas). 1604, 
41/35 (unidades сйрісаз). 1605. 72 (unidades сбісаѕ). 1606. 2а2%/3, 
1607, nr2h/2. 1609, л (е2—е72-+4) (unidades cuadradas). 1610. 6171/1728 
{unidades cuadradas). 1611. 2ab[b-+ (a?/c2) arcson (c/a)), donde с? = а? 
1612. 641/3 (unidades cuadradas). 1617. А. =a? (22—72--4)/8; Ix 
X (e— e71) (ее724-10) 1618, Ma=ah?/6; Га = аһ А2. 1619. Iz= 
= 1628/105. 1620. /:=ab%/12; 17=a%/ 1626. 2=0, 
y=2r/x (para la circunferen 2=0, y=4r/(3n) (para el semicírculo), 
1/8. 1628. 2-0, y=8/5. 1629. ¿=y=20/5. 1030. 
, ‚ ў=л/8. 1632, лгз(3л—4)/3, 1634, 4801 (unie 
dades cúbicas). 1643. apgr% 1644. лрхайз/8. 1645, 51 4501). 1646 
547,81 J. 1647. 50,7 J. 1648, pgah?/3. 1649. 17,64л КМ; 70,56л КМ; 158,767 kN; 
282,247 kN; 1690. pyad?/S. 1651. 150 kg. 1652. 1400 m. 1653, z= e10, 
1654. 36 m. 1663. 1) y' h? (2/15) sh? (2/15); 
3) у= Меж 4) y =1/cht zish (22/2). 1664 
MUIn(14+V2); И 2]. 1665. ушш =0 si z=0. 1666. 1) z?shz—2zch z+ 
Ф282 + С; 2) (1/32) sh 4z — (1/4) sh 2z + 6z + С; 3) 2 arctg Y iz =i + 
+. ©; 4) (1/2) (ch z sen z — sh z cos z) + C; 5) th? (2/2) + С; 6) (3/5) chè 
(2/3) — ch? (2/3) + С. 1667. 1) 2/6; 2) In 2 — 0,6; 3) 2 (21а 3 — 1)/3. 1668, 
sh(z—a)=shz cha—chz sha; ch (т—а) = сх cha—shzsha. 
1669. th (= + a) = (th z + th a)/(1 + th z th a); th (z — a) = (th z — th af 
(1—thzth а); th2r=2hz/(1 + 1h). 1670. sh (2/2) = + V h z= 072: 
<h (2/2) = Y (Ez F DÍ; th (2/2) = + Y (ch) z — DAchz F 17. 1671. 2 sh x 
X (z + y)/2 + ch (z £ y 2 ch (z + y)/2 - ch (х — y)/2; 2sh (х + y)/2Xx 
sh (z — 0/2: sh (z + y)/(ch z - ch у). 1672. shz = 2 th (2/2/(1 — th? (2/2)); 
ehz = [1 + thè (2/2)I/1 — thè(z/2)). 1673. (1/2) -Ish (z +y) + sh (z — yk 
MD „(ев (z +p) + ch (z — yòl; (1/2) - {ch (z+ y) — ch (z — yl. 1674. 
8/5 (unidades cuadradas). 1675. 1, 17а. 1676. a? (t, — 11/2. 1677. El arco de la 
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elipse situado sobre el eje de las abscisas. 1678. La semirrecta z — y — 1 = 0 
situada en el cuadrante I. 1679. cosa = + i/ch f tga = + sht. 1680. 4. 
1681. 22 — y? 


Capítulo ХІ 


1692. Bajo la recta тү—т,—10: 1693. Triángulo. 1694. Campo infinito. 
1695. Campo vacío. 1696. Punto (2; 3). 1697. El campo de solución es el trapecio, 
la desigualdad (e) puede ser eliminada. 1698. Pirámide triangular. 1699. Pris- 
та de tres caras. 1704. Lmax = 10, cuando лү = 4, т, = 2. 1705. Lmin= —4 
cuando тү = 0, ту == 4. 1706. Lmox=18, cuando ту = 6, ту = 0. 1707. Lmax= 2, 
cuando z, = 0, т, = 1. 1708. Lmax= 48 en cada punto del segmento AB, donde 
A (8; 0), В (T; 4). 1709. Ly ‚ cuando жү = 2, ту = 0, ту = 0. 1710. 
Lmax= 33 cuando z, = 0, ту = 3, ту = 9. 1711. Lmax = 20 cuando д = 
ж = 0, зу = 0,1718. (0,1,3, O); L = —3. 1719. (3/2, 0, 0, 1/2, 14/2); L = 3/2, 
1720. (0, 3, 1, 0), L = —1. 1721. (0, 50, 30, 215/6); L = 340. 1722. (0, 5, 3/2, 
9, 0, 3/2); L = —5. 1723. L = оо. 1724. (0, 4/5, 1/5); L = —11/5. 1725. (80, 
120); Lmax = 440. 1726. (20, 40); Lmax = 220. 1727. 15 kg de forraje de especie 1; 
50 kg de forraje de especie у = 38, 1731. Lmin= 
(2417, ЗАТ); 
(27/14, 
3/14). 1735. Lmin тц = 30, zig = 60, ги == 30, zys == 00, 
1736. Lmin = 280 rublos. Plan óptimo: zı = тщ = 733 = 60, 219 = 20, 
40. 1737. Lmin = 395 rublos. Plan óptimo: zn = 25, лаз 
35. 1738. Lmin = 140 rublos. Plan óptim 


тщ = 5, Iy = 15. 


Están en la venta 
Artobolevski 1. 


Mecanismos en la técnica moderna 


En 6 tomos 


El manual del académico 1. Artobolevski está dedicado а los mecanismos, en la 
constitución de los cuales entran sistemas eléctricos. Se describen mecanismos 
eléctricos y complejos, asi como de palancas y dentados. Los mecanismos se dan 
con las indicaciones correspondientes de sus estructuras y los movimientos 
reproducidos por ellos. Para aígunos mecanismos se brinda información de su 
cinemática, con respecto a las proporciones métricas de sus partes, etc. Las 
representaciones esquemáticas de los mecanismos y sus descripciones, en la 
medida de lo posible, se ofrecen del mismo modo que en los tomos precendentes 
del manual, 

Como base de la sistemática de los mecanismos descritos se introduce la clasifica- 
ción estructural-constructiva con indicación paralela del destino funcional de los 
mecanismos. Para mayor comodidad en el manejo del texto se insertan dos 
tablas indicadoras, con ayuda de las cuales se pueden fácilmente hallar los 
mecanismos que respondan a las exigencias de estructura y funcionalidad. 
Además, se tiene indicador alfabético de los mecanismos, impreso de acuerdo 
соп el principio de sus destinos funcionales. 

El manual está destinado a ingenieros, constructores, cientificos investigadores, 
docentes y estudiantes de institutos de enseñanza superior. 


Guerásimov Ya. y otros 


Curso de química física 


En dos tomos 


El libro está escrito por un colegio de gientíficos encabezado por el miembro- 
correspondiente de la Academia de Ciencias de la URSS, profesor Ya. Guerá- 
simov. En el líbro se estudian los fundamentos de la termodinámica, la termo- 
dinámica de soluciones, el equilibrio químico (termodinámica química), los 
equilibrios de fase heterogéneos, los fenómenos superficiales, la absorción. 

En el suplemento se dan constantes físicas universales, tablas de las principales 
propiedades termodinámica de algunas combinaciones químicas en las condi 
ciones estandartizadas, coeficientes de ecuaciones de Tiómkin y Shwarzman, 
funciones termodinámicas de Planck-Einstéin y Debye. 

En el segundo tomo se estudian detalladamente la cinética de las reacciones 
químicas, los fundamentos de la teoria cinético-molecular y su aplicación a las 
reacciones bimoleculares, la teoría del complejo activado (del estado de tran= 
sigión), la teoría de la catálisis y la electroquímica. Los autores exponen el 
material de manera accesible, poniendo de relieve la interrelación de los fenó- 
menos. El material de la obra, expuesto con claridad y plenitud, tiene gran 
número de ejemplos de cálculo, así como tablas y gráficas que caracterizan el 
curso de los procesos y las propiedades físicas y químicas de las diferentes sus- 
tancias. Este libro se recomienda а los estudiantes y postgraduados de faculta- 
des de química, asi como a profesores de química física. Está traducida a otros 
idiomas. 


Kotliakov V. 


En los glaciares del Pamir 


Una de las corrientes más importantes de las ciencias modernas es la geologi 
la cual incluye el estudio: de la glaciaciónrde los valles y de los montes, de las 
oscilaciones de los glaciares en relación con las ¡aciones del clima, del equi 
librio de la masa, de los procesos del intercambio; de calor y de la! predicción de 
su régimen, 

Desde «el Año geofisico internacional» (1957-59) realizan los científicos soviés 
ticos un trabajo muy importante y complicado referente al estudio, catalogación 
y cartografía de los fenómenos glaciales y de nieve en las Tierras Antártic: 
y Articas: así mismo se hicieron expediciones a las regiones glaciales de los 
montes en el territorio de la Unión Soviética. 

Una de estas expediciones se describe en el libro «En los glaciares del Pamirs 
de У. Kotliakov, conocido glaciólogo soviético, miembro-correspondiente de la 
Academia de Ciencias de la URSS. El autor, participante de la expedición, 
expone a un elevado nivel científico, en una forma concisa y al mismo tiempo 
comprensible, los principales problemas de la glaciología moderna y su solución 
tomando como un ejemplo concreto el Pamir. Las cuestiones tratadas en el 
libro son muy urgentes ya que abarcan una de las tareas más importanres de la 
actualidad: abastecimiento de agua a las zonas premontañosas áridas. Este 
problema es muy importante para los habitantes de muchos países de Europa, 
Asia y América donde los glaciares en los montes, por un lado, representan grane 
des reservas potenciáles de agua y, por otro lado, pueden causar las crecidas 
peligrosas de agua y de hielo. Además el libro les brinda a los lectores de otros 
países la posibilidad de conocer la organización y los métodos de trabajo em- 
pleados en una expedición científica alpina así como la historia del descubri- 
miento del Pamir, su naturaleza y a los pueblos que habitan esta región. 


Makienko М. 


Manual del ajustador 


Este libro, escrito рог el ingeniero soviético Nikolai Makienko, da las nociones. 
necesarias para: organizar el puesto de trabajo del ajustador; habla sobre la 
tecnología de las operaciones generales (corte de metal, taladrado, trazado, 
concelado, afilado, enderezado, etc.), la herramienta, los dispositivos y los 
utencillos empleados en estas labores. 

La obra examina también los procesos tecnológicos de la fabricación de heras 
mientas у los problemas que conlleva la mecanización de los trabajos del ajusta» 
dor. El libro trata con bastante detalle los fundamentos de la metalografía, es 
degir, se dan las nociones necesarias sobre los metales y aleaciones, sus pros 
piedades, los medios usados рага su obtención, la tecnología de tratamiento 
y el campo de su aplicación, 

Es libro de texto para escuelas té 
la preparación de obreros. 


icas profesionales, así como también рага 


A NUESTROS LECTORES: 


«Mir» edita libros soviéticos traducidos al español, in- 
flés, francés, árabe y otros idiomas extranjeros. Entre ellos 
iguran las mejores obras de las distintas ramas de la cien- 
cia y la técnica: manuales para los centros de enseñanza su- 
perior y escuelas tecnológicas; literatura sobre ciencias па- 
өү. médicas. También se incluyen monografías, libros 
do divulgación científica y ciencia ficción. Dirijan sus opi- 
niones a la Editorial «Mir», 1 Rizhski per., 2, 129820, Moscú, 
1-110, GSP, URSS. 


